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计算 机 辅助 工程 技术 (Computer Aided Engineering，CAE) 在 现代 机 械 产 品 设计 
与 开发 的 过 程 中 发 挥 着 越 来 越 重要 的 作用 。 随 着 对 产品 节能 环保 等 性 能 要 求 的 提高 ， 
如 何 减 轻 质量 、 降 低 开发 成 本 、 缩 短 开发 周期 ， 从 而 提高 市 场 竞争 力 成 为 产品 开发 的 
重要 命题 。 在 CAE 的 名 称 已 提出 30 多 年 的 今天 ， 基 于 计算 机 仿真 的 虚拟 产品 开发 技 
术 在 诸如 航空 航天 、 汽 车 、 船 舶 、 精 密 机 械 、 电 子 电 器 等 产业 领域 得 到 了 越 来 越 广泛 
和 深入 的 应 用 。 这 在 很 大 程度 上 归功 于 计算 机 软 硬 件 技术 的 高 速 发 展 。 但 是 ，CAE 
技术 的 核心 不 是 第 一 个 字母 C 所 代表 的 计算 机 ， 而 是 最 后 一 个 字母 E 所 代表 的 工程 。 
尽管 计算 机 技术 日 新 月 异 的 发 展 为 建立 更 加 详细 的 解析 模型 提供 了 物质 基础 ， 例 如 现 
在 汽车 车 身 的 有 限 元 模型 可 能 详细 到 表现 每 一 个 焊 点 和 每 一 个 螺钉 的 程度 ， 但 是 对 于 
工程 师 来 说 ， 如 何 从 解析 结果 中 提取 出 有 用 的 信息 来 反馈 到 产品 设计 与 开发 中 去 ， 依 
然 是 一 个 挑战 性 的 工作 。 这 和 过 去 面 对 简 易 模型 的 解析 结果 在 本 质 上 是 一 样 的 ， 其 中 
的 判断 很 大 程度 上 依赖 于 技术 人 员 的 知识 、 经 验 和 工程 素养 。 有 时 ， 过 于 详细 的 模型 
不 单 会 增加 计算 成 本 ， 而 且 可 能 使 做 出 正确 的 判断 变 得 困难 。 所 以 ， 基 于 理论 和 经 验 
做 出 合理 的 简化 有 时 更 显 必 要 。 近 年 来 ， 初 阶 分 析 方 法 (First Order Analysis, FOA) 
或 一 维 (1D) 分 析 受 到 设计 人 员 的 重视 ， 在 某 种 程度 上 就 反映 了 这 种 要 求 。 

笔者 在 十 多 年 从 事 应 用 CAE 技术 进行 振动 噪声 分 析 的 工作 中 ,接触 到 了 线性 与 
非 线性 解析 、 构 造 解析 与 控制 、 多 体 动 力学 的 机 构 解 析 、 流 体 解析 等 众多 的 课题 ， 涉 
及 到 汽车 、 精 密 机 械 、 航 天 结构 等 多 个 领域 。 尽 管 各 种 商业 计算 软件 的 功能 越 来 越 强 
大 ， 用 户 界 面 越 来 越 友 好 ， 但 笔者 深 深 地 感到 ,仅仅 会 使 用 各 种 软件 进行 计算 ,距离 
一 个 合格 的 CAE 工程 师 相 去 甚 远 。 更 重要 也 更 困难 的 工作 在 于 对 有 关 学 科 知 识 的 理 
解 和 掌握 ， 以 及 应 用 能 力 的 培养 ， 即 能 够 对 解析 模型 从 数学 的 角度 进行 校 核 ( Verifi- 
cation) ， 从 物理 ( 实验) 的 角度 进行 验证 (Validation) ， 最 终 为 产品 设计 、 性 能 评价 
或 对 策 方案 提供 尽 可 能 可 靠 的 数据 和 分 析 。 因 此 ， 需 要 对 物理 (力学 ) 原理 、 数 值 
解析 方法 、 实 验 结果 分 析 等 多 方面 的 知识 有 深刻 的 领会 。 这 当然 不 是 一 个 简单 的 工 
作 。 以 笔者 的 专门 领域 (振动 噪声 ) 为 例 ， 尽 管 自 认 为 是 “内 行 "， 有 时 也 不 免 会 遇 
到 看 不 懂 的 资料 ， 或 遭遇 知 其 然而 不 知 其 所 以 然 的 尴 做 。 商 业 软 件 所 提供 的 理论 说 明 
资料 要 么 过 于 简略 ， 要 么 过 于 数学 化 。 要 想 了 解 在 解析 实践 中 直到 的 某 个 概念 ， 往 往 
需要 查找 各 种 不 同 的 书籍 资料 。 这 是 一 个 费时 的 学 习 过 程 。 笔 者 在 十 多 年 的 工作 实践 
中 ， 围 绕 接触 到 的 众多 动力 学 设计 与 分 析 课 题 ， 积 累 了 一 些 一 手 资料 ; 并 结合 本 人 的 
工作 ， 对 结构 振动 及 其 控制 的 理论 和 方法 进行 了 总 结 。 笔 者 以 为 ， 如 果 把 本 人 经 历 了 















































































































































IW. 机 械 振动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 





“痛苦 ”过 程 而 积累 总 结 的 资料 成 书 出 版 ， 也 许 对 于 面 对 同 样 问题 的 工程 技术 人 员 和 





致力 于 学 习 机 械 动 力学 的 学 生 有 所 帮助 。 这 就 是 本 书写 作 的 初衷。 








本 书 共 分 为 5 章 。 第 1 章 以 最 简单 的 单 自由 度 力学 模型 为 对 象 ， 对 机 械 振动 的 


























基础 知识 作 了 阐述 ， 对 主要 概念 做 了 解说 ， 对 动力 学 中 最 重要 的 共振 问题 从 能 量 分 
析 的 角度 进行 了 深入 的 讨论 ， 并 在 此 基础 上 ， 对 实际 中 常见 的 较为 复杂 的 振动 问 





题 ， 如 具有 库仑 摩擦 系统 的 振动 、 自 激 振动 等 进行 了 分 析 。 第 2 章 仍然 主要 以 单 自 


由 度 系统 为 对 象 ， 结 合 简单 事例 ， 对 振动 控制 的 原理 和 方法 进行 了 阐述 。 之 所 以 把 
控制 问题 也 纳入 动力 学 的 范畴 ， 是 因为 在 机 电 一体 化 的 今天 ， 单 纯 的 没有 控制 元 件 
的 机 械 产品 已 不 多 见 。 把 结构 与 控制 系统 综合 起 来 进行 计算 机 仿真 也 是 CAE 技术 
的 一 个 趋势 。 这 两 章 均 以 简单 的 单 自 由 度 系 统 为 对 象 ， 所 涉及 的 数学 并 不 复杂 ， 但 
却 涵盖 到 了 机 械 振动 的 原理 及 其 控制 技术 的 方方面面 ， 并 适当 地 介绍 了 一 些 建 模 与 
分 析 技 巧 。 第 3 章 以 多 自由 度 系统 为 对 象 ， 对 复杂 系统 的 动力 学 分 析 方 法 进行 了 阐 
述 ， 着 重 介 绍 了 模 态 分 析 的 原理 和 和 方法， 以 及 在 动力 学 响应 计算 中 的 应 用 ， 并 举例 





























对 多 自由 度 系 统 的 控制 与 建 模 方法 作 了 介绍 。 第 4 章 更 进一步 介绍 了 在 CAE 实践 
中 常用 的 以 子 结构 模 态 综合 法 为 代表 的 提高 计算 效率 的 各 种 方法 ， 以 及 将 实验 结果 
与 数学 模型 相 结合 的 混合 解析 技术 ， 并 介绍 了 通过 与 实验 结果 的 相关 分 析 来 改善 有 
限 元 模型 精度 的 方法 。 第 5 章 则 对 商业 计算 软件 中 常 采用 的 一 些 数 值 计算 方 法 作 了 
介绍 ， 例 如 固有 值 分 析 的 Lanczos 法 、 数 值 积分 的 Newmark 法 、 非 线性 方程 的 牛顿 
和 迭代 法 等 。 通 过 本 书 ， 不 但 可 以 掌握 机 械 振 动 的 原理 、 分 析 方法 与 解析 技巧 ， 而 且 














可 以 方便 地 了 解 各 种 数值 计算 方法 的 概要 。 





在 本 书 的 写作 中 ， 笔 者 尽量 从 应 用 工程 师 的 角度 来 组 织 和 安排 各 种 资料 ， 力 求 





深入 浅 出 ， 重 点 阔 述 物理 概念 ， 并 尽量 介绍 工作 中 所 接触 到 的 新 技术 。 

















除 个 别 引 用 


文献 的 结果 外 ， 书 中 的 举例 和 图 表 基 本 都 是 笔者 亲手 计算 得 来 的 。 由 于 笔者 的 水 平 








有 限 和 工作 内 容 的 局 限 性 ， 良 好 的 愿望 可 能 得 不 到 充分 体现 ， 可 能 存在 


篇 颇 的 描述 


和 不 合理 的 内 容 ， 尽 请 广大 读者 批评 指正 ， 并 期 待 着 将 批评 与 建议 反馈 给 笔者 
(ren mz@ hotmail co. jp) 。 如 果 本 书 对 于 奋战 在 产品 设计 开发 第 一 线 上 的 工程 技 








术 人 员 以 及 高 校 师 生 有 所 帮助 的 话 ， 则 是 笔者 望 外 之 喜悦 。 


在 此 ， 笔 者 特别 感谢 原 日 本 大 学 教授 背 户 一 登 先生 给 予 的 和 











和 支持 ， 本 书 的 


部 分 内 容 属于 与 背 户 先生 共同 研究 的 结果 。 笔 者 还 要 感谢 所 在 公司 ESTECH 的 良 
好 工作 环境 和 各 位 同事 ， 尤 其 是 技术 2 部 部 长 简 井 桂 一 郎 先生 的 帮助 。 笔 者 深切 缅 
怀 已 故 导 师 西 安 交 通 大 学 顾 崇 衔 教授 ， 并 愿 借 此 机 会 感谢 以 下 各 位 在 学 习 和 工作 的 
不 同 阶段 给 予 过 指导 的 老师 : 西安 交通 大 学 卢 秉 恒 教 授 、 唐 报 茹 教授 ， 夫 麦 技术 大 
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第 工 章 ， 机械 振动 的 基础 


在 现代 机 械 产品 设计 中 ， 除 了 要 考虑 强度 、 刚 性 等 静态 性 能 外 ， 还 必须 考虑 到 
产品 在 动态 载荷 作用 下 的 动态 性 能 问题 。 特 别 是 随 着 对 节能 环保 性 能 要 求 的 提高 ， 
轻 量 化 设计 尤其 显得 重要 ， 过 去 的 那 种 偏 于 厚重 的 刚性 结构 设计 正在 向 节能 省 料 的 
轻薄 的 柔性 结构 设计 转变 。 但 是 ， 轻 量化 往往 会 带 来 更 多 的 振动 噪声 等 问题 ， 从 而 
对 产品 的 使 用 性 能 和 市 场 竞争 性 能 带 来 不 利 影响 。 为 了 解决 这 个 矛盾 ， 需 要 利用 
CAE( 计 算 机 辅助 工程 ) 技 术 进 行 优 化 设计 ， 以 在 更 高 的 层次 上 来 平衡 各 种 相互 矛 
盾 的 性 能 要 求 。 事 实 上 ， 对 产品 的 振动 噪声 性 能 进行 预测 和 评估 是 现代 CAE 技术 
的 一 个 重要 应 用 领域 ， 例 如 汽车 噪声 、 振 劲 及 不 平顺 性 问题 ( Noise, Vibration, 
Harshness, NVH) 的 对 策 设 计 在 很 大 程度 上 依赖 于 CAE 的 运用 。 为 了 更 好 地 应 用 
CAE 方法 ， 需 要 对 机 械 动力 学 的 基础 知识 加 以 掌握 。 可 以 不 夸张 地 说 ， 不 和 擎 握 机 
械 动 力学 的 基本 原理 ， 就 不 易 成 为 一 个 优秀 的 机 械 工程 师 。 正 是 基于 此 ， 本 章 对 动 
力学 这 一 范围 宽广 的 学 科 从 CAE 应 用 的 视点 出 发 ， 以 一 个 单 自 由 度 系统 为 对 象 ， 
着 重 对 机 械 振 动 的 基本 原理 进行 阐述 。 


1.1 单 自 由 度 系统 


















































自由 度 ( Degree Of Freedom，DOF) 是 指 描述 一 个 物体 的 运动 所 需要 的 独立 变量 
的 个 数 。 我 们 知道 ， 一 个 在 空间 没有 约束 的 刚体 ， 它 可 以 沿 坐 标 轴 X、Y、Z 三 个 
方向 平移 ， 也 可 以 绕 这 3 个 轴 旋 转 。 我 们 称 这 个 物体 具有 6 个 自由 度 ， 也 就 是 说 ， 
用 3 个 平移 变量 和 3 个 旋转 变量 就 可 完全 描述 一 个 刚体 的 运动 。 

实际 的 机 械 结构 都 是 连续 的 弹性 体 结构 ， 理 论 上 具有 无 限 多 的 自由 度 。 例 如 在 
打 面 上 敲 击 一 下 ， 桌 面 的 各 个 部 分 将 会 产生 垂直 于 桌面 的 振动 ( 称 为 横向 振动 )。 
尽管 振动 会 很 快 地 衰减 下 去 ， 要 完全 地 描述 这 个 振动 现象 ,需要 桌面 上 所 有 位 置 的 
位 移 情报 ， 即 无 限 多 个 变量 。 理 论 上 这 是 无 法 完成 的 任务 ,但 所 幸 的 是 ， 完 整 的 桌 
面 振动 情报 对 我 们 并 无 多 大 用 处 ， 我 们 所 关心 的 可 能 只 是 桌面 在 敲 击 下 所 产生 的 振 
动 及 噪声 的 频率 成 分 及 其 衰减 特性 ， 这 是 用 数 点 甚至 一 点 的 情报 即 可 实现 的 。 这 种 
用 有 限 个 变量 来 描述 具有 无 限 个 自由 度 的 连续 体 振动 的 方法 称 为 低 阶 自由 度 模型 化 
方法 。 

考虑 一 种 最 简单 的 情况 ， 一 个 质点 被 限制 在 一 个 方向 上 运动 ， 这 个 系统 称 为 单 
H HER (Single Degree Of Freedom, SDOF) 。 这 时 ， 用 一 个 变量 即 可 完全 描述 质 
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点 的 运动 。 单 自由 度 系 统 是 学 习 机 械 振动 的 最 基本 力学 模型 ， 实 际 中 的 很 多 复杂 系 
统 在 一 定 条 件 下 都 可 以 简化 成 单 自由 度 系统 来 处 理 。 因 此 ， 掌 握 好 单 自 由 度 系统 的 
动态 特性 非常 重要 。 

图 1. 1 表示 一 个 理想 化 的 单 自由 度 系 统 。 质 量 为 m 的 物体 系 在 不 计 质 量 、 弹 


性 系数 为 堪 的 弹 筑 一端， 弹簧 的 另 一 端 固定 。 物 体 与 支持 面 之 间 不 存在 摩 氛 ， 而 且 
物体 只 能 沿 着 弹 得 轴线 方向 (这 里 称 为 X 方 向 ) 运 动 。 


X 

















图 1.1 单 自由 度 振 动 系统 的 力学 模型 

把 物体 从 其 初始 平衡 位 置 拉 开 ， 然 后 释放 ， 物 体 在 弹簧 恢复 力 的 作用 下 将 做 返 
回 其 初始 位 置 的 运动 。 在 到 达 其 初始 位 置 时 ， 物 体 获 得 最 大 动能 而 不 会 停 下 来 ， 在 
惯性 的 作用 下 将 继续 前 行 ， 弹 筑 则 被 压缩 。 在 压缩 到 与 被 拉 伸 同 等 距离 的 时 候 ， 劲 
能 完全 转化 为 弹性 势能 ， 物 体 瞬 时 速度 变 为 0。 此 后 ， 弹 簧 恢复 力 又 开始 作用 ， 物 
体 再 次 癌 反 方向 运动 。 如 此 周而复始 ， 物 体 做 以 初始 位 置 为 原点 的 往复 运动 ， 即 振 
动 。 

考查 图 1. 1 中 的 物体 运动 ， 不 难 发 现 : 作用 在 物体 上 的 力 只 有 一 个 弹簧 恢复 
力 ， 它 遵循 胡 克 定律 ， 力 的 大 小 等 于 弹性 系数 与 位 移 的 乘积 ， 而 作用 方向 与 位 移 相 
反 。 于 是 ,根据 牛顿 运动 定律 可 得 : m(t) = -fkx(t) ， 因 此 ,物体 运动 可 以 用 以 
下 齐 次 型 微分 方程 来 表示 














mx(t) + kx(t) =0 (1.1) 
这 是 在 没有 外 力作 用 情况 下 (这 里 的 弹簧 力 为 内 力 ) 的 振动 ， 称 为 自由 振动 。 上 式 
也 可 以 理解 为 ， 在 每 个 时 刻 ， 弹 得 恢复 力 与 惯性 力 ( - mx) 处 于 平衡 状态 。 
如 果 有 外 力 F(t) 作用 在 物体 上 人 迫使 其 振动 ， 则 称 为 强迫 振动 。 这 时 物体 受到 
的 力 为 弹 短 恢复 力 与 外 力 之 和 ，- fx(1) + FC) ， 和 运动 方程 变 为 以 下 非 齐 次 型 微分 
方程 





mx(t) + kx(t) = F(t) (1.2) 

可 见 ， 机 械 振动 是 一 个 求解 常 微 分 方程 的 问题 。 在 这 个 系统 中 ， 质 量 和 弹 筑 是 

两 个 不 可 或 缺 的 元 件 。 由 方程 式 (1.2) 可知， 车 m=0， 则 变 成 一 个 受 力 变形 问题 ，; 

若 上 =0， 则 变 成 一 个 单纯 的 运动 问题 。 因 此 ， 一 谈 到 机 械 振动 ， 就 应 该 联想 到 一 

个 质量 弹簧 系统 。 这 里 ， 弹 筑 并 不 限于 常见 的 卷 复 ( Coil Spring) ， 而 是 指 一 切 具 有 
抵抗 变形 能 力 的 刚性 元 件 ( stiffness ) 。 

如 图 1. 1 所 示 模 型 代表 了 直线 振动 的 情况 。 弹 性 支撑 下 的 汽车 发 动机 的 上 下 振 

动 就 可 用 该 模型 表示 。 还 有 一 种 振动 形式 是 绕 着 某 个 轴 在 回转 方向 做 往复 运动 ， 如 
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图 1.2 所 示 。 将 一 个 圆 盘 (齿轮 或 者 飞轮 ) 安装 在 J 
一 端 固定 的 主轴 上 ,把 圆 盘 转 过 一 个 小 角度 : 

0( 单 位 : rad)， 然 后 释放 ， 圆 盘 将 产生 扭转 振 

动 。 设 圆 盘 的 惯性 矩 为 /单位 : N. m^), WH 

扭转 刚性 为 (单位 : N + m/rad)， 则 系统 的 运 











动 方程 为 
E 图 1.2 ”扭转 振动 系统 
JÖ) +k0(t) =0 (1.3) 
如 果 有 外 转 矩 7(1) (单位 : N .m) 作 用 在 圆 盘 上 ， 则 运动 方程 为 
JÖ) +k0(t) = T(t) (1.4) 


可 见 ， 扭 转 振动 的 方程 式 与 直线 振动 的 方程 式 形式 完全 相同 ， 当 然 ， 解 法 也 相同 。 
1.2 无 阻尼 单 自 由 度 系统 的 振动 


在 如 图 1. 1 所 示 的 系统 中 ， 一 旦 在 外 部 干扰 下 发 生 振 动 ， 这 个 振动 将 一 直 持 续 
下 去 。 因 为 系统 中 没有 耗 能 元 件 ， 动 能 与 弹性 势能 之 间 可 以 完全 地 等 值 转换 ， 因 而 
振幅 不 会 衰减 下 来 ,我们 称 这 样 的 系统 为 无 阻尼 系统 。 当 然 ， 实 际 中 这 样 的 系统 是 
不 存在 的 。 在 考查 更 接近 实际 的 有 阻尼 系统 的 振动 之 前 ， 我 们 先 来 看 看 无 阻尼 系统 
的 振动 响应 特性 。 
在 此 ， 我 们 先 给 出 求解 常 微分 方程 的 两 个 数学 定律 。 
定律 1: 设 齐 次 型 微分 方程 式 (1.1) 有 两 个 特 解 x, 、x,， 则 该 方程 的 通 解 为 两 
个 特 解 的 线性 组 合 ， 即 x= Cx, 十 Cx, , 其 中 ， C, S C, 为 两 个 常数 。 
定律 2: 设 非 齐 次 型 微分 方程 式 (1.2) 有 一 个 特 解 x,.， 则 该 方程 的 通 解 为 这 个 
特 解 与 对 应 的 齐 次 型 微分 方程 式 (1.1) 的 通 解 之 和 ， 即 * = Cix + Csx, +%,， 其 中 
Ci C, 为 两 个 常数 。 
1.2.1 自由 振动 
单 自由 度 无 阻尼 系统 的 振动 由 微分 方程 式 (1.1) 所 决定 。 略 去 时 间 变 量 +, 该 
方程 可 以 写 为 mi + hx cO sk o a = -wix ， 其 中 ，w, = Vim 这 个 方程 有 
两 个 显而易见 的 特 解 : x = sinw,t，x = cosw,t。 所 以 ,该 方程 的 通 解 为 
x = Csinw,t + C,coso,t = Asin(w,t + Q) ,A = JŒ +C,p = arctan( Cj/C,) 
(1. 5) 
A WOES, e 称 为 相位 ， 二 者 由 初始 条 件 所 决定 。 假 设 初 始 时 (=0) 位移 为 xm， 
速度 为 mw， 将 该 条 件 代 入 位 移 方程 式 (1.5) 及 其 微分 (速度 ) 可 以 求 得 
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C, = ww, ,CG = xy,ÀA = JE + (DA o = arctan( x90, / v, ) 

例如 把 图 1. 1 的 物体 拉 开 xy 然后 释放 (初始 速度 为 0) ， 则 有 4 =xo，p = 7/2。 

此 时 ， 物 体 的 位 移 为 
x = xysin(c,t + 0/2) = xocos(w,t) (1.5') 

可 见 ， JERE A rh BE A ERS De zs Ju n VA JH — P 1E 9Z RRI) 函数 来 表示 ， 
其 振动 周期 为 了 =2m/o, 22« vVm 人 。 由 于 这 个 周期 仅 取决 于 系统 的 质量 与 弹簧 刚 
性 ， 称 之 为 固有 周期 (Natural Period) ， 其 倒数 称 为 固有 频率 了 (Natural Frequency, 
单位 为 Hz)。 相 应 地 ，w, 称 为 固有 角 频 率 (Natural Angular Frequency, [rad/s]). 
这 种 振动 称 为 简 谐 振动 或 单 频 振 动 ( Simple Harmonic Vibration) 。 

对 于 简 谐振 动 来 说 ， 用 一 个 正弦 或 余弦 函数 足以 描述 其 响应 。 但 是 在 研究 复 厅 
的 振动 形式 时 ， 三 角 函 数 并 不 是 最 好 用 的 数学 表达 方式 。 这 里 ， 我 们 介绍 用 复数 形 
式 表示 振动 的 方法 。 应 用 欧 拉 公式 e*”=cos0+jsin96, j= V-1， 上 式 可 以 变形 为 

x(t) = xocos(w,t) = Relxocos(c,1) + jxosin(w,t)| = Relxoet | 

Re 表示 取 实 部 。 可 见 ， 简 谐振 动 可 以 用 一 个 复 指数 的 实 部 来 表示 ， 复 指数 可 以 用 
复 平 面 上 的 一 个 向 量 来 表示 。 图 1. 3 表示 一 个 长 度 为 4 的 向 量 在 复 平 面 上 的 逆 时 针 
方向 以 wo, 的 角速度 旋转 时 的 情况 。 很 显然 ， 它 在 实 轴 上 的 投影 就 是 一 个 简 谐 振动 
x(t) = Acos(w,t)o 

为 了 方便 ， 通 常 略 去 实 部 ， 而 直接 用 复 指 m4 
数 形式 来 表示 一 个 单 频 振动 ， 这 种 形式 也 称 为 
极 坐 标 表 示 形 式 。 这 在 数学 演绎 推导 过 程 中 毫 
无 问题 ， 只 要 对 最 终结 果 取 实 部 即 可 。 简 谐振 VA 
动 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 用 极 坐 标 形式 表示 ， Re 
有 以 下 关系 



































x(t) - Ae o9 
x(t) = jox(t) (1. 6) 
x(1) 2 —- ox(t) 

如 图 1.4 所 示 为 初始 位 移 为 Imm， 初 始 速 
度 为 0， 固 有 频率 为 2Hz 的 单 自由 度 系 统 的 自由 振动 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 曲线 。 
速度 与 位 移 呈现 90° 的 相位 差 ， 而 加 速度 与 位 移 相 位 刚好 相反 。 这 里 ， 速 度 由 位 移 
的 1 阶 微分 得 到 ， 加 速度 由 位 移 的 2 阶 微分 得 到 。 另 外 ， 为 了 便于 与 位 移 及 速度 同 
图 表示 ， 加 速度 的 单位 取 为 Gal(1Gal = 1em/s) 。 结 合式 (1.6) 可 知 ， 给 一 个 向 量 
乘 上 虚数 单位 j 相当 于 把 这 个 向 量 前 移 90° 相 角 ， 而 幅 值 保持 不 变 。 

最 后 ， 对 频率 及 角 频 率 的 关系 做 一 说 明 。 图 1. 3 中 ， 向 量 转 过 一 圈 所 用 的 时 间 
定义 为 周期 。 频 率 定义 为 周期 的 倒数 ,表示 每 秒 钟 内 转 过 的 圈 数 ， 单 位 为 1/s。 所 





图 1.3 简 谐振 动 的 向 量 表示 形式 
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谓 角 频率 ， 其 实 是 向 量 旋转 的 角速度 ， 即 每 秒 转 过 的 角度 ， 单 位 为 rad/s。 因 此 ， 
角 频 率 与 频率 的 关系 为 w — 2 fao 
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图 1.4 无 阻尼 单 自由 度 系统 的 自由 振动 





























1.2.2 强迫 振动 


假定 在 图 1. 1 的 系统 中 ， 有 外 力作 用 在 物体 上 ， 则 物体 的 运动 由 方程 式 (1.2) 
所 决定 。 外 力 的 形式 多 种 多 样 ， 可 以 是 时 间 的 任意 函数 。 这 里 考虑 角 频 率 为 w 的 
简 谐 外 力 ，F(1) = Fosinwt，F 为 力 幅 ， 则 方程 式 (1.2) 成 为 

mx + kx = F,sinot (1.7) 

由 定律 2 可 知 ， 首 先 需 找到 这 个 方程 的 一 个 特 解 。 由 于 方程 右 端 是 一 个 正弦 函 
数 ， 可 以 设 该 方程 的 一 个 特 解 为 x = Xsinwt。 代 入 上 式 可 得 

F, F, w, X, 
mo +k k w -w “i (0/0)? 
RE, X, = Fk 表示 物体 在 最 大 力作 用 下 的 静 变 形 。 方 程式 (1.7) 所 对 应 的 齐 次 型 
的 通 解 已 由 式 (1. 5 ) 给 出 ， 于 是 ,该 方程 的 通 解 为 


st 





X- 








x = C,sing,t + C,coso,t + z Sinwt (1.8) 


X. 
1 - (w/w,) 
C,. C, 为 两 个 由 初始 条 件 确定 的 常数 。 式 (1. 8) 前 两 项 代表 振动 频率 为 固有 频率 的 
自由 振动 成 分 ， 第 三 项 则 代表 与 激励 力 同 频率 的 强迫 振动 成 分 。 由 于 有 两 个 独立 的 
频率 成 分 存在 ,该 振动 不 再 是 简 谐振 动 。 

对 于 静止 的 初始 条 件 x(0) = 0,x(0) = 0 ， 可 以 求 得 

C, E E M C, =0 
1 - (w/w,) 

代入 式 (1.8)， 可 得 振动 响应 为 
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X. 

ak e (w/o, )* 

可 见 ， 当 w =w, 时 ， 振 幅 将 变 为 无 穷 大 ， 这 就 是 通常 所 说 的 共振 现象 。 
如 图 1.5 所 示 为 固有 频率 2Hz 的 无 阻尼 单 自由 度 系统 在 静止 的 初始 条 件 下 ， 用 
正 艾 波 激 振 时 的 位 移 响应 (在 此 计算 中 ， 调 整 力 幅 的 大 小 ,使 得 和 = /k=1mm)。 
当 激 振 频 率 为 0. 5Hz(e/w, =0.25) 及 4Hz(w/w, =2) 时 ， 位 移 响应 由 固有 频率 与 激 
励 频 率 两 个 频率 成 分 上 的 响应 合成 ， 振 幅 一 定 。 当 激 振 频率 等 于 固有 频率 时 (w/w, 
=1)， 发 生 共振 ， 振 幅 越 来 越 大 (为 了 避免 被 0 除 的 问题 ， 在 这 个 计算 中 ， 激 励 频 
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( — — sino, + sinor ) 
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图 1.5 固有 频率 为 2Hz 的 无 阻尼 单 自由 度 系统 的 强迫 振动 响应 
a)w/w, =0.25 b)e/e,-1 c)o/o,-2 
在 无 阻尼 的 理想 状态 下 ， 一 旦 振动 发 生 ， 将 无 限 地 持续 下 去 。 实 际 中 ， 由 于 阻 
尼 的 作用 ， 自 由 振动 项 会 很 快 衰减 掉 ， 最 后 只 剩 下 强迫 振动 的 成 分 ， 因 而 我 们 更 关 
心 式 (1.8) 中 的 第 3 项 。 在 此 ， 略 去 自由 振动 项 ， 只 考虑 强迫 振动 一 项 ， 式 (1.8) 
成 为 











Xa inot (1.9) 
= 一 一 一 一 一 sinw 
1 - (w/w,)” nS 


X 
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式 (1.9) 与 激 振 力 F(t) =F sinot 相 比 ， 可 得 

X X, uH 1 

F  F(1-(oe,)] kl - (w/w,)’] 
这 是 一 个 随 激 振 频率 变化 的 函数 ， 称 为 系统 的 频率 响应 函数 (Frequency Response 
Function，FRF)。 这 种 从 频率 响应 的 角度 来 考查 系统 振动 特性 的 方法 称 为 频 域 分 析 
法 。 

上 式 有 一 个 显著 的 特点 ， 就 是 当 w =w, 时 ， 分 母 变 为 0， 响 应 为 无 穷 大 。 令 
A = 
k[1 - (o/o,)*] 
则 对 于 w <w,， 式 (1.10) 可 以 变形 为 (应 用 欧 拉 公式 e * = cos + jsin0) 
和 = Agcos(0) + jAjsin(0) = Ae” 


上 式 表 明 ， 位 移 响 应 与 激 振 力 之 间 的 相位 差 为 0， 即 二 者 同 相 。 
同样 ， 对 于 w >w,， 式 (1. 10) 可 以 变形 为 

E = Agcos(7) - jA,sin() = Age 7" 

这 时 ， 位 移 与 激 振 力 之 间 的 相位 差 为 180* ， 即 二 者 反 相 。 
应 用 极 坐标 表示 形式 ， 上 述 频率 响应 函数 可 以 写 为 更 一 般 的 形式 


Hlo) = rd alo) (1.11) 


A (e) 称 为 幅 频 特性 , p(w) 称 为 相 频 特 性 。 我 们 把 上 述 位 移 与 激励 力 之 间 的 传递 
KA H (o) 称 为 柔顺 性 函数 (Compliance)。 相 应 地 ， 把 速度 与 激励 力 之 比 称 为 导 纳 
函数 ( Mobility) , 加 速度 与 激励 力 之 比 称 为 ' 惯量 函数 (Inertance) 。 

如 图 1. 6 所 示 为 根据 式 (1. 10) 绘制 的 幅 频 响应 曲线 及 相 频 曲线 。 这 里 ， 共 振 
时 刻 ( 激 振 频 率 为 2Hz) 的 相位 取 为 
-90°( 理 由 参照 图 1.7)。 相 对 于 相 < 
频 特性 ， 更 重要 的 是 幅 频 特性 。 当 
激 振 频 率 接近 于 0Hz 时 ， 幅 值 为 一 
和 常数， 等 于 弹 得 刚性 系数 的 倒数 ， 0.05 
即 柔 性 系数 ， 用 于 衡量 静 力 作用 下 
的 变形 。 当 激 振 频率 远大 于 共振 频 
率 时 ， 幅 值 变 得 很 小 ， 最 终 趋 近 于 
0。 这 是 因为 激 振 力 变 化 太 快 ， 物 | I 
ae 性 的 影响 跟 不 上 力 的 变 i : i i 


化 ， 结 果 是 原 地 不 动 。 o 
我 们 知道 ， 当 一 个 静态 力 ( 不 图 1.6 无 阻尼 单 自由 度 系统 的 频率 啊 应 曲线 
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随时 间 变 化 或 变化 很 慢 ， 即 频率 为 0 或 接近 于 0) 作 用 在 结构 上 时 ， 结 构 将 产生 变 
形 ， 变 形 的 大 小 由 力 的 大 小 和 结构 的 刚性 所 决定 。 而 当 一 个 动态 力 ( 随 时 间 较 快 变 
化 ) 作 用 在 结构 上 时 ， 此 时 的 变形 不 但 取决 于 力 的 大 小 和 刚性 值 ， 而 且 与 激励 力 的 
频率 及 结构 的 固有 频率 有 关 。 当 发 生 共振 时 ， 产 生 的 变形 将 远 远 大 于 同样 大 小 的 更 
态 力 引 起 的 静 变 形 ， 很 可 能 使 结构 发 生 破坏 。 因 此 ， 和 掌握 并 优化 产品 的 动态 特性 ， 
以 避免 发 生 共振 对 于 设计 工程 师 来 说 非常 重要 。 

在 此 ， 引 入 动 刚性 的 概念 。 动 刚性 为 柔顺 性 函数 的 倒数 ， 也 是 频率 的 函数 ， 频 
率 为 0 时， 所 对 应 的 值 就 是 静 刚 性 。 共 振 时 ， 动 刚性 最 小 (对 于 这 里 所 讨论 的 无 阻尼 
共振 ， 动 刚性 为 0) ; 频率 大 于 共振 频率 以 上 ， 随 着 频率 的 增加 ， 动 刚性 越 来 越 大 。 

相对 于 以 上 频 域 分 析 ， 如 图 1. 5 所 示 在 时 间 轴 上 观察 振动 特性 的 方法 称 为 时 域 
分 析 。 这 里 ， 我 们 再 来 看 一 个 时 域 分 析 的 例子 。 图 1.7 是 在 初始 条 件 为 0 的 条 件 下 
对 上 述 单 自由 度 系 统 ( 固 有 频率 为 2Hz) 用 扫描 正弦 力 进 行 激 振 的 结果 。 在 0 ~5s 的 
时 间 里 ， 激 振 频 率 由 0Hz 变 为 4Hz。 在 2. 5s 的 时 候 ， 频 率 为 2Hz， 发 生 共 振 。 图 中 
清楚 地 显示 ， 共 振 之 前 ， 位 移 和 激 振 力 同 相 ， 而 在 共振 之 后 ， 位 移 和 激 振 力 反 相 。 














































































































在 共振 时 刻 (1; = 2.5s) ， 位 移 为 最 大 ， 而 激 振 力 刚 好 为 0， 二 者 成 90" 相 位 差 的 关 
系 。 
10 一 一 位 移 响 应 — FREH 200 
100 
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图 1.7 正弦 扫描 激 振 时 的 位 移 响应 及 激 振 力 
最 后 ， 作 为 参考 ， 这 里 给 出 上 述 计算 中 所 使 用 的 扫描 正弦 的 定义 
sweep — sin(2m FC) di) 
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1.3 有 阻尼 单 自由 度 系统 的 振动 


1.3.1 阻尼 的 概念 


在 实际 中 ， 如 果 没 有 持续 的 外 界 能 量 的 供给 ， 任 何 振 动 都 会 经 过 一 段 时 间 后 停 
下 来 。 我 们 把 这 种 使 振动 逐渐 衰减 下 来 的 作用 称 为 阻尼 ( Damping) 。 阻尼 是 物质 或 
结构 的 一 种 物理 性 质 ， 其 产生 机 理 多 种 多 样 。 例 如 流体 一 般 都 具有 粘性 ， 当 物体 在 
粘性 流体 中 振 劲 时 ， 就 会 受到 由 此 粘性 而 产生 的 阻力 作用 ， 称 为 粘性 阻尼 (Viscous 
Damping) 。 人 尽管 阻尼 的 表现 形式 为 阻止 振动 的 阻力 作用 ( 即 阻尼 力 )， 应 注意 阻尼 
和 阻力 不 是 同一 量 ， 就 像 质量 和 重力 不 是 同一 物理 量 一 样 。 流 体 阻尼 除了 粘性 引起 
的 以 外 ， 还 有 由 于 满 流 引起 的 阻尼 作用 。 粘 性 阻尼 力 与 振动 速度 成 正比 ， 而 注 流 阻 
尼 力 与 速度 的 平方 成 正比 。 

固体 表面 的 干 摩擦 即 库 仑 摩擦 (Coulomb’s Friction) ， 所 产生 的 阻尼 力 与 速度 无 
关 ， 仅 取决 于 表面 的 摩擦 因数 及 正 压 力 的 大 小 ， 称 为 摩擦 阻尼 。 

而 当 固 体 发 生变 形 时 ， 由 于 材料 内 部 的 摩擦 及 蠕 变 等 作用 也 会 引起 阻尼 作用 ， 
称 为 材料 阻尼 。 我 们 知道 ， 摩 擦 作 用 会 使 两 个 物体 在 切线 方向 上 胶着 在 一 起 (Stick- 
ing) ， 只 有 使 它们 分 离 的 剪 切 力 足 够 大 时 ， 两 个 物体 才 产生 相对 滑动 (Slipping ) 。 
一 旦 滑动 ， 即 使 取消 剪 切 力 ， 它 们 也 不 会 恢复 到 原来 的 位 置 。 依 此 类 推 ,， 当 固体 发 
生变 形 时 ， 由 于 内 摩擦 的 作用 ， 一 般 来 说 ， 剪 切 应 力 -应 变 迟 滞 曲 线 ( 见 图 1. 8a ) 为 

一 个 封闭 曲线 。 另 外 ， 固 体 分 子 的 排列 不 整 ， 存 在 空 祥 。 空 穴 的 移动 ( 蠕 变 ) 需要 
消耗 能 量 ， 同 时 使 得 位 移 济 后 于 动态 作用 力 ， 形 成 应 力 -应 变 迟 清 曲 线 ， 如 图 1. 8b 
所 示 。 一 个 振动 周期 内 固体 阻尼 所 消耗 的 能 量 就 等 于 这 个 曲线 所 围 成 的 面积 。 因 
此 ， 国 体 材料 阻尼 又 称 为 迟滞 阻尼 (Hysteretic Damping) 。 

一 方面 ， 金 属 材料 的 内 阻尼 (材料 阻尼 ) 一 般 很 小 所以， 工业 应 用 中 经 
要 使 用 粘 弹性 材料 等 阻尼 材料 来 进行 减 振 降 噪 处 理 ; 另 一 方面 ， 实际 的 机 械 产 品 都 
是 由 许多 零 部 件 装配 而 成 ， 由 于 结合 面 的 摩擦 、 接 触 等 因素 的 影响 ， 整 体 结构 所 表 
现 出 来 的 阻尼 要 比 材料 内 阻尼 大 几 个 量 级 。 我 们 把 整体 结构 所 表现 出 来 的 阻尼 称 作 
结构 阻尼 (Structural Damping) 。 通 常 说 法 中 ， 结 构 阻 尼 也 包含 上 述 固体 材料 阻尼 或 
迟滞 阻尼 。 
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a) b) 
Ed 1.8. 5] 73r AE E HR CIC ET 
a) 内 摩擦 模型 b) 内 摩擦 + 蠕 变 模型 
还 有 一 些 其 他 形式 的 阻尼 ， 例 如 磁性 阻尼 、 磁 粘性 流体 (MR fluid) 阻尼 等 ， 在 
此 不 予 深究 。 对 于 机 械 工 程 师 来 说 ， 理 解 好 粘性 阻尼 及 结构 阻尼 的 特性 ， 对 于 掌握 
振动 力学 的 基础 尤为 重要 。 
粘性 阻尼 力 与 速度 成 正比 ， 设 阻尼 系数 为 c( 单 位 : N- s/m)， 则 阻尼 力 大 小 
为 
F = ck(1) (1.12) 
对 于 简 谐振 动 , x(1) = x,sin(et) ， 阻 尼 力 在 一 个 周期 内 所 消耗 的 能 量 ; 


2/0 2T 
E = [rax =| eid = | eriwcos (ot) d(ot) = mox? (1.13) 
0 0 


即 粘性 阻尼 消耗 的 能 量 与 振幅 的 平方 成 正比 ， 同 时 还 与 振动 频率 成 正比 。 
对 于 结构 阻尼 或 迟滞 阻尼 ， 不 像 粘 性 阻尼 那样 在 数学 上 容易 处 理 。 大 量 实 验 表 
明 ， 简 谐振 动 一 个 周期 内 ， 人 述 浪 阻 尼 所 消耗 的 能 量 与 振动 频率 无 关 ， 而 只 与 振幅 平 
方 成 正比 ， 即 
E, = ox? (1.14) 
这 里 ，a 是 一 个 常数 。 对 比 式 (1.13 ) 和 (1.14) ， 可 以 从 能 量 等 价 的 角度 得 到 等 效 
的 粘性 阻尼 系数 为 


euo (1. 18) 
因此 ， 阻 尼 力 可 以 写 为 
F, = ci(t) = i) = Lin (1.16) 


其 中 , n PARME X ASPJEHJE TE AA, PASER, Jy N/m, EX 
表示 一 个 简单 的 结构 阻尼 的 模型 ， 即 结构 阻尼 力 与 速度 成 正比 ， 同 时 与 振动 频率 成 
反比 。 

对 于 简 谐振 动 ， 根 据 式 (1.6) ， 式 (1. 16) 可 以 进一步 写成 
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F, =jhx(t) (1.17) 
也 就 是 说 ， 可 以 把 结构 阻尼 系数 看 作为 一 个 用 虚数 表示 的 刚性 。 当 然 ， 这 只 是 为 了 
在 数学 上 处 理 方便 起 见 ， 它 并 不 像 真 正 的 刚性 那样 具有 实际 物理 含义 。 


1.3.2 有 粘性 阻尼 的 自由 振动 


如 图 1.9 所 示 为 有 粘性 阻尼 的 单 自 
由 度 振 动 模型 。 质 量 为 m 的 机 带 用 橡胶 
垫 做 隔 振 处 理 ， 就 可 用 此 模型 近似 表示 。 
图 中 的 活塞 符号 表示 粘性 阻尼 (Dash- 
pot) 。 由 受 力 分 析 ， 容 易 推 出 该 系统 的 
运动 方程 式 为 

mx +c% kx =0 (1. 18) 

该 方程 的 特 解 并 不 显而易见 。 这 里 ， 图 1.9 有 粘性 阻尼 的 单 自由 度 振动 模型 
令 x = e, 和 为 常数 。 代 入 方程 式 
(1. 18)， 可 求 得 









































7 2 
au = eM -Amk c | (=) E (1. 19) 
] 2m 2m m m 
因此 ， 可 得 两 个 特 解 e"' ，e* 。 于 是 ， 该 方程 的 通 解 为 
x 2 C,e?' & C, e^? (1. 20) 


EP, C. CG 为 两 个 由 初始 条 件 确 定 的 常数 。 
这 个 解 随 着 粘性 阻尼 c 的 不 同 取 值 而 有 着 不 同 的 特性 。 式 (1. 19 ) 根 号 下 的 值 
为 0 时 的 阻尼 定义 为 临界 阻尼 





c, 22 Vmk 22mo, (1.21) 
引入 阻尼 比 
£ 2 c/c, 2 c/ (2 / mk) (1.22) 


可 见 ， 临 界 阻尼 对 应 于 =1。 而 当 >1 时 , 称 为 过 阻尼 ， 当 <1 时 ， 称 为 欠 阻 
尼 。 
引入 以 上 参数 定义 ， 式 (1. 19) 可 以 重新 写成 
À= -二 + | ej -4 secu V1- = -wlt+tjo, (1.23) 


2m — 2m m 2m 

















o=o, M1 - 巡 称 为 有 阻尼 固有 角 频 率 。 显 然 ， 对 于 欠 阻 尼 的 情况 ， 该 式 才 有 意义 。 
以 下 来 考查 不 同情 况 下 通 解 (1. 20) 的 特点 。 
1. 临界 阻尼 的 情况 (¢ =1) 
由 于 A ,= -c/2m = -wl， 特 解 为 两 个 重 根 ， 通 解 为 
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x = Ce" + Ce" = (C, e C))e (1.24) 
显而易见 ， 这 是 一 个 指数 衰减 函数 ， 表 示 初 始 状态 的 位 移 将 随 着 时 间 的 增加 而 单调 
也 衰减 至 0。 例 如 把 物体 从 平衡 位 置 拉 开 然后 释放 ， 物 体 将 缓慢 地 返回 原 位 而 停止 
下 来 ， 不 发 生 振 动 。 

2. 过 阻尼 的 情况 (¢ 1) 
这 时 式 (1.23) 成 为 A ,= -wl to, VE -1， 通 解 为 


ES rA ES - 2 
X - Q,ef inii -Di eret cy -wp Ve -1)t 














uc 











={(C, & C, )eosh[ (w, VE -1)t] + 
(C, - C)sinh[ (o, VE -1)i]je "7 (1.25) 
在 式 (1.25) 的 演变 中 ， 用 到 了 双 曲 函数 定理 e” = cosh (0) +sinh(0)。 这 也 是 
一 个 随时 间 增 加 而 单调 衰减 的 图 数 ， 振 动 现象 不 会 发 生 。 
假设 如 图 1.9 所 示 系 统 的 无 阻尼 固有 频率 为 2Hz， 初 始 条 件 为 x(0) = wm， 
#(0) =0。 将 这 些 初始 条 件 代 入 公式 (1. 20) 及 其 微分 ， 可 求 得 两 个 积分 常数 为 








uel 
这 里 取 x, =1mm， 则 对 于 Z =1.0( 临 界 阻尼 ) 与 =1.1( 过 阻尼 ) 两 种 情况 ， 系 统 的 





















































位 移 如 图 1. 10 所 示 。 由 图 可 见 ， 过 阻尼 时 ， 物 体 返 回 原 位 的 过 程 更 缓慢 。 
1.0 
一 一 临界 阻尼 
0.5 过 阳 尼 
E 
P3 0 
E 
0.5 
1.0 
02 0.4 0.6 0.8 1.0 
ntis 


图 1. 10 ”临界 阻尼 和 过 阻尼 情况 下 的 系统 响应 
3. 欠 阻 尼 的 情况 (¢ «1) 
此 时 ,将 式 (1.23) 代 入 式 (1.20)， 可 得 
x =C efeit + Ce “joa 
=e ""[ (C+C,)coswt *j(C, — C, )sino,t] 
- e f"! ( Ci cosw;t 4 C^sino,t) (1. 26) 
在 上 述 公 式 演变 中 ， 用 到 了 欧 拉 公式 e* = cosg +jsin9。 这 里 ，C1 = C, +6, 
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C; zj(C, -6,)e 
如 果 已 知 初始 位 移 为 x, WREN v, Wn ARSE C, x, C = 


w t y » r 
fog tto ， 代 入 式 (1.26) 并 变形 可 得 
W X, + vo 

Wa 





x =e 7» [x eos * sino] =A e """sin(o,t +e) =xsin( wt+9) 


(1.27) 








7 
M CO Xo +V (Xo _ 
JB, A, A t (gui tto , Q9 = arctan < x,-AÀ,e ^", 


wy £O, Xo +V” 
可 见 ， 这 是 一 个 有 着 正弦 函数 特性 的 振动 解 ， 其 振幅 ac. 是 一 个 指数 衰减 函数 。 
如 图 1. 11 所 示 为 在 相同 的 初始 条 件 下 (xzo =1，m 20), £20.05 以 及 5 =0.2 
时 的 自由 振动 响应 曲线 (作为 对 比 ， 图 中 细 线 表示 临界 阻尼 的 情况 )。 阻 尼 越 大 ， 
振幅 衰减 得 越 快 ， 同 时 ， 振 动 周期 稍微 变 长 。 
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图 1.11 欠 阻 尼 情 况 的 自由 振动 
这 里 ， 对 自由 振动 的 衰减 特性 做 一 考察 。 在 给 定 阻尼 的 情况 下 ， 自 由 振动 的 周 
期 一 定 ，7, 22m/e, =27/(@, V1 -VY)。 每 经 过 一 个 周期 ， 振幅 都 会 变 小 (参见 图 
1. 12)。 在 每 个 峰值 处 ， 式 (1.27) 中 的 正弦 函数 的 值 为 1， 于是， 峰值 的 大 小 可 以 
RIN x =A, i=0, 1, 2, 3, 0 BE, 第 (i+1) 个 峰值 与 第 i 个 峰值 之 
比 为 x, 7x; =e“"。 这 是 一 个 小 于 1 的 常数 ， 它 说 明 粘 性 阻尼 系统 的 自由 振动 的 
振幅 依照 等 比 级 数 的 规律 衰减 。 这 里 ， 定 义 对 数 衰 减 率 ( Logarithmic Decrement) 为 6 
=In(x/x;,1)， 则 有 下 列 关系 
8 -In(x,/x,,,) 2 £o, T, 22m£/ V1 -他 =~2mC 
可 见 ， 对 数 衰减 率 大 约 是 阻尼 比 的 6 倍 。 尽 管 在 大 多 数 情况 下 ， 阻 尼 比 远 小 于 1, 
但 对 数 衰减 率 却 可 能 大 于 1。 例如 对 于 汽车 减 振 器 ， 一 般 5=2。 
测量 到 对 数 衰减 率 ， 由 上 式 可 以 得 到 阻尼 比 Z=6/V(2T) ”+86/2n， 这 是 
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确定 系统 阻尼 比 的 简单 方法 。 当 阻尼 很 小 时 (5 <<1) ， 对 数 衰减 率 可 由 以 下 更 简便 
的 方法 得 到 ; 


X 


iem] -8 推算 得 
Xi 





LUC Nia 


8c 


Xi 
作为 参考 ， 表 1.1 列 出 一 些 材 料及 结构 的 阻尼 比 的 常见 值 。 
表 1.1 常见 材料 或 结构 的 阻尼 比 Z( 仅 作 参 考 ) 




















钢 0. 0006 木材 0. 003 

iih 0. 0002 混凝土 0. 02 
青铜 0. 00007 钾 接 钢板 结构 0. 03 
橡胶 0. 04 汽车 减 振 器 0.1-0.5 
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时 间 /s 


图 1.12 自由 振动 的 衰减 率 

式 (1.27) 中 的 指数 函数 摘 述 了 自由 振动 响应 的 衰减 特性 (参见 图 1.12) 。 影 响 
自由 振动 衰减 特性 的 参数 有 两 个 : 一 个 是 阻尼 比 5， 一 个 是 自由 振动 角 频 率 w, ( 
有 角 频 率 ) 。 阻 尼 比 越 大 ， 振 动 衰减 得 越 快 ， 在 阻尼 比 不 变 的 情况 下 ， 固 有 频率 越 
大 ， 振 动 衰减 得 越 快 。 在 此 ， 把 二 者 之 积 定 义 为 衰减 指数 go = io, (AM: rad/s), 
则 用 e 一 个 量 即 可 客观 地 衡量 衰减 的 程度 (x、 = Aue m Aue). o RK, RIE 
减 得 越 快 。 

实际 结构 的 自由 振动 响应 虽 不 像 单 自由 度 系 统 那 样 单纯 ， 有 时 也 可 以 用 一 个 等 
价 的 衰减 指数 来 衡量 阻尼 的 大 小 。 如 图 1. 13 所 示 为 某 薄 板结 构 在 阻尼 处 理 前 后 的 
冲击 响应 (Impulse Response) 。 图 中 的 指数 衰减 曲线 是 根据 最 小 二 乘法 对 测量 结果 
的 包 络 线 作 线性 回归 分 析 (lnxs =ln4。 -ot) 得 到 的 。 阻 尼 处 理 前 ，o =2. 4rad/s; 处 
理 后 ，o -11.7rad/s, HIL, H o 可 以 定量 地 评价 阻尼 处 理 的 效果 。 


1.3.3 有 粘性 阻尼 的 强迫 振动 
本 小 节 考 查 有 粘性 阻尼 的 单 自由 度 系 统 在 外 力作 用 下 的 强迫 振动 。 外 力 的 形式 
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图 1.13 某 薄板 结构 的 阻尼 处 理 前 (虚线 ) 后 ( 实 线 ) 的 冲击 响应 





多 种 多 样 ， 可 以 是 时 间 的 任意 函数 。 这 里 考虑 角 频 率 为 w 的 简 谐 外 力 F(t) = 
Fosinwt。 为 力 幅 ， 运 动 方 程式 为 

mX +c% +kx = Fosinwt (1.28) 
这 里 我 们 只 探讨 欠 阻 尼 的 情况 。 式 (1.28) 所 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 已 经 由 式 
(1.26) 给 出 ， 只 需要 找到 一 个 特 解 ， 即 可 求 得 该 方程 的 通 解 。 设 该 方程 的 特 解 为 x 
=Asinwt + Bcoswt， 代 入 上 式 并 整理 ,通过 对 比 左右 两 边 三 角 限 数 的 系数 可 求 得 




















(k - mo? ) F, coF, 
emo) trom) (b mo! )! + (em)? 
所 以 该 方程 的 通 解 为 
x =e "" ( C coso,t * C,sino,t) * Asinot + Bcosot 
- e * ( C cosw,t + C,sinc,t) + Xsin(ct — i) (1. 29) 
这 里 , X= V4 +B = X. , Y= ee 其 中 ， 








(1-8)! + 2B) 2 le 
Fo w k c 
a T 
Ci, C, 为 两 个 由 初始 条 件 确定 的 常数 。 式 (1. 29 ) 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 项 代表 由 初 
始 条 件 引 起 的 自由 振动 ， 第 二 项 代表 由 外 力 引 起 的 强迫 振动 。 
这 里 考虑 静止 的 初始 条 件 ， 即 *(0) 20, x(0) =0。 对 式 (1.29) 微 分 可 得 速度 
为 
xlt) = -wfe "* ( C,coso,t + C,sino,t) +e ^* ( — Cosinwt + C,o,coso,L) + 
Xwcos(wt — y) 
由 初始 条 件 x(0) 20, x(0) 20 可 得 
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C, —Xsiny =0 
一 ,CC +C, + Xwcosy =0 
求解 这 个 联 立 方程 ， 可 得 两 个 待定 常数 C, C 为 
C, 2 Xsinp, C, 2 X( c, £siny -weosy ) /o, 
有 趣 的 是 ， 静 止 的 初始 条 件 并 没有 得 出 C =0、C, = 0 的 结果 。 也 就 是 说 ， 式 
(1. 29 ) 第 一 项 所 代表 的 自由 振动 会 发 生 。 这 点 不 同 于 上 节 所 述 的 没有 外 力作 用 的 
自由 振动 的 情况 。 如 果 没 有 外 力作 用 ， 静止 的 初始 条 件 当 然 不 会 引发 振动 。 

可 以 这 样 理解 ， 一 个 原来 静止 不 动 的 物体 ， 突 然 受到 一 个 由 正弦 (余弦 ) 函数 
定义 的 力 的 作用 ， 在 开始 的 瞬间 ， 物 体 相当 于 受到 了 一 个 冲击 作用 ， 从 而 会 引起 在 
系统 固有 频率 上 的 自由 振动 响应 ; 随 着 时 间 的 增加 ， 在 阻尼 作用 下 ， 自 由 振动 随 之 
消失 ， 只 剩 下 做 简 谐 振动 的 强迫 振动 。 我 们 把 激 振 开 始 产 生 的 自由 振动 称 为 瞬 态 啊 
应 (Transient Response) 。 在 这 个 非 稳 态 的 起 振 过 程 中 ， 外 力 对 物体 做 功 ， 使 其 具有 
振动 能 量 。 经 过 一 段 时 间 后 ， 瞬 态 响 应 消失 ， 物 体 处 于 安定 的 简 谐 振动 之 中 ， 即 稳 
态 啊 应 (Steady State Response) 。 

也 可 以 从 信号 分 析 的 角度 来 理解 。 我 们 知道 ， 只 有 在 ( - o, o ) 的 时 间 上 无 
限 延 续 的 正 弱 ( 余 弦 ) 信 和 号 才 具 有 一 个 频率 成 分 、 有 限 长 时 间 的 正弦 (余弦 ) PARC, 
其 时 间 信号 里 包含 的 频率 成 分 并 不 是 单 频 。 方 程式 (1.28) 中 的 激励 力 在 :<0 的 时 
候 假定 为 0。 激 振 开 始 后 (>0) 的 短 时间 内 ， 这 个 激励 力 信号 里 包含 有 丰富 的 频率 
成 分 ， 因 而 会 引起 在 固有 频率 上 的 自由 振 劲 。 只 有 当 经 过 的 时 间 足 够 长 时 ， 这 个 激 
励 力 信 号 才 可 以 视 为 单 频 信号 。 

如 图 1. 14 所 示 为 固有 频率 2Hz， 阻 尼 比 4% 的 单 自 由 度 系统 在 静止 状态 下 用 正 
蓄 激 振 的 响应 。 调 节 激 励 力 的 大 小 ,使 得 XX =1。 图 1. 14a 为 激励 频率 为 0. 5Hz 的 
情况 (w/w, =0.25)， 在 前 两 个 周期 里 ,还 可 以 看 到 自由 振动 的 影子 ， 以 后 则 只 有 
强迫 振动 。 图 1. 14b 为 激励 频率 为 2Hz 的 情况 (w/w, 21), ， 此 时 发 生 共 振 ， 振 幅 变 
得 很 大 , 但 最 终 达 到 稳定 状态 (不 像 无 阻尼 情况 那样 越 来 越 大 ， 见 图 1.5)。 图 
1. 14c 为 激励 频率 为 4Hz 的 情况 (w/w, =2)， 前 5s 可 以 清楚 地 看 到 自由 振动 衰减 的 
情况 。 此 后 ， 只 剩 下 振幅 一 定 的 强迫 振动 成 分 。 

以 上 讨论 的 激励 力 是 正弦 函数 的 形式 。 容 易 证 明 ， 当 激励 力 为 余弦 函数 FC) 
= Riceosor 时 ， 通 解 (1. 20) 依然 成 立 ， 只 不 过 相位 角 变 为 = arctan 元 8-。 由 于 在 
;=0 HZ], 余弦 激 振 相 当 于 突然 作用 了 一 个 大 小 为 FS 的 力 ， 因 而 会 引起 更 强 的 自 
由 振动 。 

如 图 1. 15 所 示 为 一 个 固有 频率 为 3. 2kHz、 阻 尼 比 为 2% 的 单 自由 度 系统 在 静止 
状态 下 (初始 条 件 为 0)， 分别 用 正弦 激励 力 ( Fsin@t) 及 余弦 激励 力 ( 瓦 coswi) 激 振 时 
的 位 移 响应 ( 激 振 频率 为 500Hz)。 相 对 于 正弦 激 振 ,余弦 激 振 的 瞬 态 响应 很 显著 。 
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图 1.14 单 自由 度 系统 (f, =2Hz, =0.04) 的 强迫 振动 响应 
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图 1.15 单 自由 度 系 统 (f, =3.2kHz, =0.02) 的 强迫 振 





动 响应 ( 激 振 频 率 为 500Hz) 
由 于 瞬 态 响应 会 很 快 衰减 掉 ， 通 
可 以 写成 





x — Xsin( ct — y) 
其 幅 频 特性 和 相 频 特性 分 别 为 


常 我 们 只 需 关 心 稳 态 振动 的 成 分 ， 式 (1. 29 ) 


(1.30) 
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X. , y = arctan up (1. 30^) 
(1-8) +(208) di dd 
如 图 1. 16 所 示 为 在 不 同 阻尼 比 的 情况 下 计算 出 的 幅 频 特性 (在 此 ， 正 规 化 为 
X/X,) 和 相 频 特 性 曲线 。 相 频 曲 线 的 一 个 显著 特点 是 ， 所 有 曲线 在 固有 频率 上 相交 
于 -90* 位 置 ， 而 与 阻尼 比 无 关 。 幅 频 特性 的 一 个 显著 特点 是 ， 固 有 频率 上 的 振幅 
随 阻尼 比 变化 很 大 ， 接 近 最 大 但 并 不 为 最 大 。 
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图 1.16 不 同 阻尼 比 的 强迫 振动 的 相 频 特性 和 幅 频 特性 曲线 
a) 相 频 特 性 曲线 b) 幅 频 特性 曲线 

对 比 激励 力 F(1) = Fosinwt 和 位 移 响应 x =Xsin( wt =- 少 ) 可 知 ， 相 位 角 乡 表示 相 
对 于 激励 力 ， 位 移 响应 所 表现 出 来 的 相位 滞后 。 当 频率 很 小 时 (w << w,) ， 二 者 相 
位 差 接近 于 0; 当 频 率 很 大 时 (w >> w,)， 二 者 相位 差 接近 于 180°; 在 固有 频率 处 
(w=w,)， 二 者 相差 90°。 

对 于 幅 频 特性 ， 当 频率 很 小 时 (w ««o,), X/X, 21, 振幅 等 于 在 同样 大 小 更 
力作 用 下 的 静 变 形 。 此 时 ， 变 形 的 大 小 仅 取决 于 刚性 。 一 般 把 这 个 领域 称 作 刚 性 控 
制 区 。 当 频率 很 大 时 (w >> w,) ， 由 于 惯性 的 作用 ， 物 体 跟 不 上 激励 力 的 变化 而 趋 
于 静止 不 动 ， 这 个 区 域 称 为 质量 控制 区 。 在 固有 频率 附近 (w = w,) ， 发 生 共 振 ， 振 
幅 会 变 得 很 大 。 但 是 ， 由 图 1. 16 可 见 ， 增 加 阻尼 可 以 有 效 地 抑制 振幅 ， 这 个 区 域 
称 为 阻尼 控制 区 。 

从 振动 控制 的 效果 来 讲 ， 人 们 更 关心 振动 的 振幅 。 但是， 在 分 析 振 动 的 机 理 
时 ， 相 位 特性 也 会 提供 重要 的 信息 。 例 如 只 从 振幅 大 小 ， 有 时 可 能 无 法 判定 是 处 于 
刚性 控制 区 还 是 处 于 质量 控制 区 ， 只 有 结合 相位 信息 才能 做 出 准确 的 判断 。 
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我 们 已 经 知道 ， 对 于 无 阻尼 系统 ， 当 激励 频率 等 于 固有 频率 时 ,振幅 变 为 无 穷 
大 。 但 是 ， 有 阻尼 系统 只 能 产生 有 限 大 小 的 振幅 。 由 于 
X 1 








X, : 3 (1.31) 
&«— VK(1 - BD! + QIB) 
容易 得 到 共振 时 (8 = 1) 的 振幅 倍率 为 
X 1 
usn 27d (1.32) 





可 见 ， 共 振 时 的 振幅 倍率 仅 由 阻尼 比 所 决定 。0 值 为 电气 工程 中 的 用 语 ( Quality 
Factor) ， 用 于 衡量 共振 时 峰值 的 尖锐 程度 。 

应 注意 的 是 ， 粘 性 阻尼 系统 的 振幅 的 最 大 值 并 不 发 生 在 固有 频率 处 。 由 式 
(1.31) 可 知 ， 当 该 式 分 母 最 小 时 ， 振 幅 为 最 大 。 令 g(8) = (1-8) + (248), 
则 由 9 gL9 B-0 可 以 求 出 g 为 极 小 时 的 B 取 值 。 其 结果 为 B= 1-27, HI 

w =w, V1 -2¢ (1.33) 
注意 : 不 要 将 式 (1.33 ) 与 有 阻尼 固有 频率 的 公式 ow, V-ERA., TEX 
(1.33) 代 入 式 (1.31) ， 可 求 得 最 大 振幅 倍率 为 

(4) -1 (1.34) 

Jaw DA oed 
当 阻 尼 比 远 小 于 1 时 ， 此 式 与 式 (1. 32) 等 价 。 

严格 地 讲 ， 当 w =w, 时 ， 发 生 共 振 的 说 法 并 不 严密 。 从 振幅 最 大 的 角度 讲 ， 
共振 实际 上 发 生 在 式 (1. 33) 所 示 频 率 上 ， 这 个 频率 称 为 共振 频率 。 

在 1.2.2 节 中 ， 我 们 介绍 了 和 柔顺 性 函数 的 概念 。 这 里 ， 我 们 用 前 面 所 介绍 的 振 
动 的 复 指 数 表 示 方 法 来 推导 有 阻尼 单 自 由 度 系 统 的 柔顺 性 函数 。 

引入 复 指 数 表 示 方 法 ， 单 频 激励 力 可 以 写 为 F(t1) = Re”。 于 是 ,运动 方 程 为 

m +e% kx = Fy” 


设 上 式 的 解 为 x =Xe” ,代入 后 可 得 














F, 
X=— 
- Qm +jwc +k 
Et, ZIRH KZO 
xo 1 B k — om Er we 
FC omtiotrk (Roam)a(e (kom)’ + (oc) 
(1.35) 
进一步 可 求 得 幅 频 特 性 和 相 频 特性 为 
4(w) = (1. 35a) 
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ylw) =- arctan 7 Lom - — arctan Er (1. 35b) 
这 里 ， 引 入 与 式 (1. 29) 同样 的 参数 定义 : 
-2 AME LE: 
d E EC 








X(1.35a) 与 式 (1.31) 等 价 ， 唯 一 的 不 同 是 纵 轴 的 量 纲 不 同 。 因 此 ， 图 1.16 也 代 
表 了 柔顺 性 函数 的 特性 。 另 外 ， 从 以 上 推导 过 程 可 以 看 出 ， 运 用 振动 的 复 指 数 表示 
方法 进行 演算 很 方便 。 
1.3.4 阻尼 比 的 推定 方法 

这 里 ， 我 们 介绍 常用 的 测量 阻尼 比 的 半 功 率 法 。 如 图 1.17 所 示 为 一 稳 态 振动 
的 幅 频 曲 线 ， 其 最 大 振幅 倍率 为 





(X) _ 1 zd 
Alu 2 A-F 2 
我 们 称 最 大 振幅 的 1/\2 倍 所 对 应 的 位 置 为 半 功 率 点 ， 相 应 的 角 频 率 分 别 为 w w0 
之 所 以 称 为 半 功 率 点 ， 是 因为 阻尼 所 消耗 的 能 量 与 振幅 的 平方 成 正比 ， 振 幅 变 为 
1/2 倍 时 ， 正 好 能 量 衰减 为 一 半 。 
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图 1.17 稳 态 响应 幅 频 曲线 的 半 功 率 点 
由 式 (1.31) 可 得 ， 在 半 功 率 点 位 置 ， 有 以 下 关系 
A 1 E 1 
E yi] WB Qgy 
由 此 可 求 得 











B=1-262+2VI- 人 所 一 1+25 
Hio; = (1-22), e; = (1L+25) 。 于 是 ， 可 以 推导 出 阻尼 比 为 





E a a (mp RED a A . AT (1.36) 
4o) 4o; de. ^ $e. o 7 
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在 上 式 演变 过 程 中 ， 用 到 了 o, = (w, + w;)/2 的 近似 。 这 里 ，Ao 或 Af 称 为 半 功 
率 带 宽 。 可 见 ， 阻 尼 比 可 以 由 半 功 率 带宽 与 共振 频率 2 倍 之 比 近似 估算 出 来 。 

应 注意 ， 以 上 结果 是 在 5 «1 的 情况 下 推导 出 来 的 ， 也 可 以 不 用 这 样 的 假设 而 
求 出 严格 解 ， BATERE, 不 具有 实用 价值 。 事 实 上 ， 当 阻尼 很 大 ， 如 图 
1. 17 所 示 峰 值 变 得 平坦 时 ， 半 功率 法 将 无 法 应 用 。 另 外 ， 式 (1. 36) 不 光 对 振幅 倍 
率 曲 线 成 立 ， 风光 全 的 例如 对 于 位 移 与 激励 力 之 
比 的 柔顺 性 函数 、 速 度 与 激励 力 之 比 的 导 纳 函数 、 加 速度 与 激励 力 之 比 的 惯量 函数 
等 。 


1.4 单 自由 度 系 统 稳 态 强迫 振动 的 能 量 关 系 

可 能 发 生 共振 现象 是 强迫 振动 的 最 重要 特征 ， 也 是 振动 力学 的 最 重要 内 容 。 为 
了 加 深 理解 ， 本 节 从 能 量 关 系 的 角度 对 稳 态 强迫 振动 做 进一步 考查 。 
1.4.1 力 的 平衡 关系 


在 激励 力 F(1) = Fosinwt 作用 下 ， 单 自由 度 系统 的 稳 态 位 移 响应 为 
x = Xsin(wt - y) 




















相应 地 ， 速 度 和 加 速度 分 别 为 
X = Xwcos(wt — V) = Xosin(ct — y + Tm/2) 
Xx =- Xosin(ot - Y) = Xo sin(wt — y + T) 
与 位 移 相 比 ， 速 度 和 加 速度 的 相位 分 别 超 前 了 90° 和 180°, 
男 一 方面 ， 除 了 作用 在 物体 上 的 激励 力 F(1) = Fosinwi 以 外 ,还 有 以 下 内 力 
弹性 力 : F, = — kx = — kXsin(ct — yr) 
MEJ: F, 2— cx =- cXosin(ot -y + m/2) 
惯性 力 : F, 2 — mx =- mXoYsin(ot -Y * m) 
弹性 力 与 位 移 反方 向 ， 阻 尼 力 比 弹 性 力 超 前 90"， 人 惯性 力 比 弹性 力 超 前 180° ， 而 激 
励 力 比 位 移 超前 相 角 水 。 如 果 用 旋转 向 量 来 表示 这 些 力 之 间 的 相位 关系 ， 则 如 图 


1.18 所 示 。 在 每 个 瞬时 ， 这 些 力 的 向 量 i 
和 等 于 0。 " | 

随 着 旋转 角速度 o 的 增加 ， 阻 尼 力 Á/ frm 
及 惯性 力 的 幅 值 随 之 增加 ， 为 了 保持 平 d 





衡 ， 相 位 角 y BRZI, DUAE v 
接近 于 0 时 ， 阻 尼 力 及 惯性 力 可 忽略 不 
计 ， 为 了 平衡 弹 y 必须 接近 于 0; 阻尼 力 cXww 

而 当 w 非常 大 时 ， 惯 性 力 远 远大 于 弹性 。” 图 1.18 用 旋转 向 量 表示 的 各 个 力 的 关系 
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力 及 阻尼 力 , 少 则 必须 接近 于 180"， 以 使 激励 力 与 惯性 力 相 平衡 74 w = w, 时 ， 
弹性 力 与 惯性 力 相 互 平衡 (kX =m X), y 则 必须 等 于 90*， 以 使 激励 力 与 阻尼 力 
相 平 衡 ， 此 时 ， 激 励 力 与 速度 同 相 。 事 实 上 ， 根 据 图 1. 18 在 水 平 与 垂直 两 个 方向 
上 列 出 的 两 个 力 的 平衡 方程 ， 可 以 求 得 外 、w， 即 幅 频 特性 和 相 频 特性 ， 结 果 与 式 
(1. 30') 相同。 


1.4.2 外 力 做 功 与 振动 能 量 的 关系 


如 图 1.9 所 示 系 统 中 ， 弹 性 力 和 阻尼 力 代表 系统 的 内 力 ， 激 励 力 为 外 力 。 根 据 

热力 学 第 一 定律 ， 外 力 所 做 的 功 减 去 消耗 掉 的 能 量 等 于 系统 内 能 的 变化 量 ， 即 
W= AE+D (1.37) 

W 为 外 力 在 加 载 过 程 (从 三 时 刻 到 六 时刻 ) 中 所 做 的 功 ,，D 为 由 阻尼 消耗 掉 的 能 量 
(转化 为 热能 ) ，AE 为 内 能 的 变化 量 ( 内 能 = 动能 + 势能 ) 。 

首先 考查 外 力 F(t) = Fosin( wt + 贱 ) 作 用 在 做 简 谐振 动 x = Xsinmwt 的 物体 上 时 所 
做 的 功 。 取 位 移 为 0 的 某 时 刻 为 起 始 时 刻 (1=0)， 我 们 来 看 在 一 个 周期 内 (7=2m/ 
c) 外力 所 做 的 功 。 为 了 便于 理解 ,我 们 把 一 个 周期 等 分 为 4 段 ， 分 别 用 10、20、 
30、40 表示 。 在 第 一 个 1/4 周期 里 ， 外 力 所 做 的 功 为 


T/4 T/4 
Wo = | rode | FO) (Dd = FoXo | sin(wt +y) cos(ot) dt 
: 1Q 0 0 











1 


将 sin( wt +y) = sinwtcosy + coswtsiny 代入 ， 并 应 用 积分 公式 [cos'idi 三 5t 


十 
sint: 进行 运算 ， 可 得 上 式 的 结果 为 

Wio = Fx(1 cosy 十 siny | 
同样 ， 可 以 求 得 20、30、40 的 结果 分 别 为 

Wa, = FoX(- 1 cosy + T sinp) 





Wa = FX( 广 cosy + siny | = Wio 


Wa, = FX(- 3 cosp + T. siny) = Wa 


在 整个 周期 上 所 做 的 功 为 
W = Wo + Wo + Wo + Wo = FyXmsinj (1.38) 
这 个 结果 与 激励 力 和 位 移 响应 的 相位 差 少 有 关 。 当 消 =0 时 ， 多 =0， 即 外 力 所 做 的 
功 为 0; 当 w=90° 时 ,做功 最 大 ,为 WW= FoXm。 由 此 ， 我 们 得 到 一 个 重要 的 结论 : 
当 一 个 简 谐 激励 力作 用 在 以 相同 频率 做 简 谐 振动 的 物体 上 时 ， 如 果 这 个 力 与 位 
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移 同 相 或 反 相 ， 则 在 一 个 周期 内 所 做 的 功 为 0。 当 力 与 位 移 成 90" 相 角 ， 即 与 速度 
同 相 时 ， 则 在 一 个 周期 内 所 做 的 功 为 最 大 ， 等 于 力 幅 、 振 幅 和 圆周 率 的 乘积 。 

我 们 再 来 考查 作用 在 物体 上 的 内 力 所 做 的 功 。 由 于 弹性 恢复 力 Fl = -kx = 
一 kXsinwt 与 位 移 逆 相 ， 人 惯性 力 F, =- mx = mXo' sinot 与 位 移 同 相 ( 见 图 1. 18) , 
因此 ， 这 两 个 力 在 一 个 周期 里 所 做 的 功 为 0。 进一步 考 查 它 们 在 每 1/4 周期 里 所 做 
的 功 ， 可 以 发 现 : 在 第 一 及 第 三 个 1/4 周期 ， 弹 性 力 做 功 - 18 2， 惯 性 力 做 功 
m(oX)/2; 在 第 二 及 第 四 个 1/4 周期 弹性 力 做 功 kX^/2, 惯性 力 做 功 
-m(wX) /2。 弹 簧 对 物体 (质量 ) 做 负 功 意味 着 物体 对 弹簧 做 正 功 ， 所 做 的 功 就 是 
弹簧 所 具有 的 弹性 势能 ; 反之 ， 则 把 弹性 势能 释放 出 来 。 惯 性 力 并 不 是 真正 的 作用 
力 ， 而 是 由 于 物体 具有 加 速度 而 表现 出 来 的 等 效力 ， 其 所 做 的 功 与 物体 所 具有 的 动 
能 有 关 ， 做 正 功 意味 着 动能 被 转化 掉 ， 做 负 功 意味 着 转化 为 动能 。 所 以 ， 在 第 一 及 
第 三 个 1/4 周期 ， 动 能 转换 为 弹性 势能 ; 在 第 二 及 第 四 个 1/4 周期 ， 弹 性 势能 又 转 
换 为 动能 。 在 没有 外 力 与 阻尼 的 情况 下 ， 这 个 转化 是 等 量 的 。 因 此 ， 我 们 称 弹簧 和 
质量 为 储 能 元 件 。 

而 阻尼 力 由 于 与 位 移 有 90" 相 位 差 ( 与 速度 首相 ) ， 在 一 个 周期 里 所 做 的 功 不 为 
零 ， 大 小 由 式 (1. 13) 给 出 ， 所 做 的 功 转化 为 热能 而 耗 散 掉 。 因 此 ， 把 阻尼 器 称 为 
耗 能 元 件 。 


1.4.3 由 功 一 能 关系 考察 频率 响应 的 特征 


下 面 从 外 力 做 功 与 振动 能 量 的 关系 的 角度 ， 考 查 强迫 振动 频率 响应 的 特征 。 

1. 无 阻尼 的 情况 

对 于 无 阻尼 系统 ,在 固有 频率 以 外 ， 激 励 力 与 位 移 要 么 同 相 ， 要 么 逆 相 ( 见 图 
1.6) 。 由 式 (1.38) 可 知 ， 这 时 在 一 个 周期 里 外 力 所 做 的 功 为 0。 根据 激励 力 频率 的 
大 小 ， 可 以 分 为 小 于 固有 频率 、 等 于 固有 频率 和 大 于 固有 频率 三 种 情况 。 

1) 当 w<w, 时, y 20, 在 第 一 个 1/4 周期 里 外 力 所 做 的 功 为 

Wi -FX/2 

t=0 时 ， 动 能 T. 和 弹性 势能 Ui 分 别 为 (x = Xsinot, x- cXcosot) 














1 


T,(0) -2m RD) =) =A m(oX)?cos o 








-Inm(X) -T,, 


120 t=0 


=0 


RENEK, AAEN 0. MH t= 7/4 时 (了 为 周期 ) ， 动 能 为 0， 弹 性 势能 为 最 
大 ， 表 示 为 


U,(0) «3e (I) 





一 iu ^ sin? ct 





T, (1/4) -0, U,(T/4) = 1A = 以。 
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根据 式 (1.37) ， 可 得 (无 阻尼 的 情况 ,， 刀 =0) 
Wio = U,CT/4) -7,(0)23 PX= Lue : Fm( wx)? 





=U a Ty (1.39) 
由 上 式 可 知 ， 如 果 没 有 外 力 做 功 ，W。=0， 最 大 动能 等 于 最 大 势能 ;在 有 外 力 做 
功 的 情况 下 ， 最 大 动能 不 等 于 最 大 势能 。 对 于 这 里 所 讨论 的 情况 (o < w,) ， 在 位 移 
由 0 增加 到 最 天 的 第 一 个 1/4 周期 里 ， 外 力 做 正 功 ， 势 能 由 0 变 为 最 大 ，U, = 
机 。+ 了 7 。 即 除了 由 动能 转化 来 的 部 分 以 外 ， 外 力 所 做 的 正 功 也 转变 为 弹性 势能 
而 储存 起 来 。 因 此 ， 最 大 势能 大 于 最 大 动能 。 

同样 ， 考 查 在 第 二 个 1/4 周期 的 情况 ， 可 得 以 下 关系 
Wo -T,(2T/4) -U,(T/4) 2 -ZFX nC) -iae 








= 了 Ua (1. 40) 
上 式 表 明 ， 在 位 移 由 最 大 降 到 0 的 第 二 个 1/4 周期 里 ， 势 能 并 没有 全 部 转化 为 动 
能 ， 其 中 一 部 分 用 于 对 外 力 做 功 (外 力 做 负 功 )， 即 在 第 一 个 1/4 周期 里 由 外 力 做 
正 功 而 储存 起 来 的 弹性 势能 在 第 二 个 1/4 周期 里 通过 对 外 力 做 功 而 释放 出 来 。“ 最 
大 势能 大 于 最 大 动能 ”的 特点 依然 保持 。 
第 三 个 1/4 周期 与 第 一 个 1/4 周期 相同 ， 第 四 个 1/4 周期 与 第 二 个 1/4 周期 相 
同 。 
可 见 ， 外 力 做 功 的 过 程 与 系统 势能 的 储存 与 释放 相对 应 。 由 于 能 量 守恒 ， 储 茂 
的 能 量 与 释放 的 能 量 完全 相等 ， 一 正 一 员 ,， 总 的 功 为 零 。 这 意味 着 没有 振动 能 量 转 
变 为 热能 消耗 掉 ， 振 幅 为 一 定 。 由 式 (1. 39 ) 或 式 (1. 40) 很 容易 求 得 振幅 为 
FO Row X. 
mo +k k o? -o gum (w/o, ) 
这 与 1.2. 2 节 中 通过 求解 运动 方程 得 到 的 结果 一 致 。 
2) 当 w=w, 时 , y=mw/2， 外 力 在 每 个 1/4 周期 里 都 做 正 功 ， 可 得 


Wo = Wo = Wo = Wo = 1m 
在 第 一 个 17/4 周期 与 第 二 个 1/4 周期 里 ,分 别 有 关 系 式 


T 1 1 
Wio = U: (7/4) -Hn(0) LEX THX 一 ymCGoX)* 








t 




















m U ax = T nax (1. 41) 
Wao = T,(27/4) - U,(T/A) SIP X= m oX)’ er 


=T oa Us (1.42) 
式 (1.41) 表 明 ， 外 力 所 做 的 正 功 等 于 相对 于 最 大 势能 的 增加 量 。 即 在 第 一 个 174 
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周期 里 ， 外 力 所 做 的 功 变 为 弹性 势能 ， 最 大 势能 大 于 最 大 动能 。 而 式 (1. 42) 表明， 
外 力 所 做 的 正 功 等 于 (相对 于 第 一 个 1/4 周期 未 的 最 大 势能 ) 动能 的 增加 量 ， 即 在 
第 二 个 1/4 周期 里 ， 外 力 所 做 的 功 变 为 系统 的 动能 ， 最 大 动能 大 于 最 大 势能 。 如 此 
周 而 反 复 ， 动 能 和 势能 越 来 越 大 ， 振 幅 也 越 来 越 大 ( 见 图 1. 5 ) 。 
3) 当 w>w, 时 , yw =m， 外 力 在 第 一 个 1/4 周期 里 做 负 功 ，W。= -FoX/2， 利 
用 同样 的 分 析 方法 ， 可 以 得 到 以 下 能 量 关系 
DECOR Fm(oX) = Up -Ts 
可 见 ， 此 时 有 最 大 动能 大 于 最 大 势能 的 特点 。 在 这 个 L/4 周期 里 ， 物 体 通过 惯性 对 
外 力 做 功 ， 从 而 释放 出 一 部 分 动能 ; 而 在 第 二 个 1/4 周期 里 ， 外 力 做 正 功 ， 所 做 的 
功 转化 为 动能 的 增加 ， 此 时 的 能 量 关系 为 
FPX= TmoX)? FAX ST, Us 
最 大 动能 大 于 最 大 势能 的 特点 依然 成 立 。 可 见 ， 当 w > w, 时 ， 外 力 做 功 与 动能 的 
储存 与 释放 相对 应 ， 在 一 个 周期 里 外 力 所 做 的 功 之 和 为 0， 振 动 的 振幅 为 一 定 。 
2. 有 阻尼 的 情况 
以 上 通过 对 无 阻尼 系统 的 能 量 分 析 ， 我 们 掌握 了 外 力 的 作用 与 共振 的 关系 。 对 
于 有 阻尼 系统 ， 也 可 以 进行 同样 的 分 析 。 
由 式 (1.13) 可 知 ， 在 每 个 1/4 周期 里 粘性 阻尼 所 消耗 的 能 量 ; 
D =cnoX /4 
在 第 一 个 1/4 周期 里 ， 根 据 式 (1. 37) 可 得 关系 式 


Wo = Us(7/4) - T) + DF (reos + sid 


























n dou d s 
= 7 4X z™(oX) ta mex (1. 43) 
同样 ， 在 第 二 个 1/4 周期 里 ， 有 
Woo -T,(2T/4) - Ue(T/4)+ D8,X( 一 Fcosy + Tsing ) 


= m(0X)? -4X + enol (1.44) 
把 式 (1.43) 与 式 (1.44) 相 加 ， 可 得 
TF Xsiny = cmoX (1.45) 
式 (1.45) 左 边 代 表 外 力 在 一 个 周期 里 所 做 的 功 [ 见 式 (1.38) ] ， 右 边 代 表 阻 尼 力 所 
消耗 的 能 量 [ 见 式 (1. 13) ] 。 因 此 ， 在 稳 态 强迫 振动 中 ， 外 力 所 做 的 功 等 于 阻尼 所 
消耗 掉 的 能 量 (通过 阻尼 力 做 功 而 转化 为 热能 ) 。 
把 式 (1. 43) 与 式 (1.44) 相 减 ， 可 得 
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Uax -T - JF cos =- (E ma?) X? (1. 46) 


max max 2 


M co, 时 ， 由 图 1.16 了 可知， 相位 角 在 ( - m/2, 0) 的 区 间 上 ，cos 少 >0， 因 此 有 
最 大 势能 大 于 最 大 动能 的 特点 ; 当 w > w, 时 ， 相 位 角 在 ( -7，- 7/2) 的 区 间 上 ， 
cosy <0， 因 此 有 最 大 动能 大 于 最 大 势能 的 特点 ; 当 w =w, 时 , y — m/2, cosy =0， 
最 大 动能 等 于 最 大 势能 ， 即 共振 时 ， 动 能 与 势能 之 间 实 现 等 值 转化 ， 不 像 无 阻尼 的 
情况 那样 不 断 增 加 。 这 是 有 粘性 阻尼 的 系统 共振 时 的 重要 特征 。 由 式 (1.45) 可知， 
共振 振幅 为 一 个 有 限 值 





F, 
X= (1.47) 


co, 

容易 证 明 ， 式 (1.47) 与 式 (1.32) 等 价 。 另 外 ， 联 立 式 (1.45) 与 式 (1.46)， 可 求 得 
振幅 X 和 相位 少 ， 结 果 与 式 (1.30') 相 同 。 

需要 说 明 的 是 ， 对 于 共振 以 外 的 情况 (wo <w, 或 w>w, ) ， 可 以 把 激励 力 分 解 为 
与 位 移 同 相 的 部 分 和 直 交 的 部 分 。 前 者 一 个 周期 里 的 做 功 为 0， 其 做 功 过 程 与 势能 
或 动能 的 储藏 与 释放 相对 应 ; 后 者 一 周期 上 做 功 大 于 0， 其 值 等 于 阻尼 耗 能 ， 即 这 
部 分 功 转化 成 了 热能 消耗 掉 。 

以 上 考查 结果 归纳 在 表 1.2 中 。 

表 1.2 强迫 振动 的 特征 总 结 




































































分 类 物理 特征 o «o, 9-0, 00, 
一 周期 做 功 为 0， 做 3 E 一 周期 做 功 等 于 0， 做 3 
周 in 2 paki 一 周期 做 功 大 于 0， 转 | AR idu 做 JJ 
外 力 做 功 | 过 程 与 势能 的 储藏 与 释放 | sn 过 程 与 动能 的 储藏 与 释放 相 
化 为 势能 及 动能 
JERE 相对 应 对 应 
尼 的 
情况 内 能 Us, 2 Tas 势能 和 动能 不 断 增加 Tmax > Umax 
月 
振幅 一 定 不 断 增 大 一 定 
相位 差 0 -90° -180° 
一 部 分 通过 阻尼 作用 而 一 部 分 通过 阻尼 作用 而 转 
:化 为 热能 (一 周期 做 疙 为 热能 (一 周期 做 切 
THUS 能 (一 周 _ 周期 做 功 大 于 0， 最 化 为 热能 ( bliss Sed 
外 力 做 功 | 大 于 0) ， 一 部 分 与 势能 AUR BUDRGE 0) ,一 部 分 与 动能 的 储藏 与 
— 的 储藏 与 释放 相对 应 (一 | s ”| 释放 相对 应 (一 周期 做 功 等 
尼 的 周期 做 功 等 于 0) T0) 
情况 
内 能 U T. Usa, =T, Tay > Us, 
振幅 一 定 最 终 为 一 定 一 定 





相位 差 -90°~0 —90° -180° ~ -90。 
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1.4.4 损耗 因子 


这 里 ， 我 们 引入 损耗 因子 (Loss Factor) 的 概念 。 由 上 面 讨 论 可 知 ， 有 粘性 阻尼 
的 系统 共振 时 (w =w,) ， 动 能 与 势能 之 间 实现 等 值 转化 ， 外 力 所 做 的 功 全 部 转化 为 
阻尼 所 消耗 的 能 量 ， 系 统 的 振动 能 量 维持 一 定 ， 即 在 每 个 瞬时 的 能 量 都 为 
m(owD?72.。 在 一 个 周期 里 ， 系 统 所 具有 的 振动 能 量 为 已 = (Td = mmo, 
而 阻尼 力 所 消 耗 的 能 量 为 Ds = emos 尼 。 我 们 把 阻尼 所 消耗 的 能 量 与 系统 振动 能 量 
之 比 定义 为 损耗 因子 





-X (1.48) 


可 见 ， 损 耗 因 子 等 于 阻尼 比 的 2 倍 ， 其 倒数 就 是 式 (1. 32) 所 示 的 0 值 。 

由 于 共振 时 外 力 做 功 等 于 阻尼 耗 能 ， 检 测 共 振 时 的 激 振 功率 P, ， 则 一 个 周期 
里 的 阻尼 耗 能 为 D; = 已 7=2mPi/o,， 代 入 式 (1.48) ， 可 得 损耗 因子 为 
2uP, 2P， P, 
wb wm(w,X)’ “o mV./2 

实际 结构 的 损耗 因子 为 频率 的 函数 。 其 测量 方法 是 : 对 结构 进行 随机 激 振 ， 以 
引起 共振 ， 检 测 激 振 功 率 P;, 及 结构 的 振动 能 量 ， 则 损耗 因子 可 由 式 (1.49) 决 定 
P (Œ) 
w Elw) 
激 振 功 率 由 激 振 力 与 激 振 点 的 速度 乘积 得 到 ，P,, = FQV; 振动 能 量 则 由 结构 速度 响 
应 平方 的 空间 平均 得 到 , E2m «V »/2( < > 表示 时 间 空间 平均 )。 





n= 





n(w) = (1.49) 


1.5 具有 库仑 摩擦 阻尼 系统 的 振动 


本 节 ， 我 们 讨论 具有 库仑 摩擦 (也 称 干 摩擦 ) 的 单 自由 度 系统 的 振动 特性 。 如 
图 1. 19 所 示 ， 系 在 弹簧 一 端的 物体 与 支持 面 之 间 存 在 干 摩擦 ， 摩 擦 力 的 特性 如 图 











图 1.19 具有 库仑 摩擦 的 单 自由 度 系统 
a) 系统 示意 图 b) 摩擦 力 特性 
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1.19b 所 示 。 我 们 来 考查 这 个 系统 的 自由 振动 与 强迫 振动 。 
1.5.1 自由 振动 


物体 所 受 的 摩擦 力 与 运动 方向 相反 。 当 物体 向 右 运动 时 (X 正方 向 ) ， 摩 擦 力 
向 左 ， 物 体 受 到 的 合力 为 -kx -而 当 物 体 向 左 运 动 时 ， 摩 擦 力 向 右 ， 物 体 受 到 
的 合力 为 -kx + 因此， 由 牛顿 定理 可 得 运动 方程 为 

" +kx+F=0, x50 





(1. 50) 
mX *tkx-F-0, x«0 


在 此 ， 引 入 一 个 等 效 变形 量 a = /Ahk， 则 式 (1. 50) 变形 为 
» +k(x+a) =0, x50 
mX *tk(x-a) =0, x«0 
令 y=x+w， 则 进一步 可 得 
my +ky=0 
这 与 方程 式 (1.1) 形 式 相 同 ， 其 通 解 为 
y 2 C,sino,t + C,coso,t 


HP, Ci, C, 为 两 个 由 初始 条 件 确 定 的 常数 。 于 是 ， 可 得 物体 的 位 移 为 


x = C sinw,t + C,coso,t -a, x »0 (1. 51a) 





x = C sinw,t + C,coso,t +a, x «0 (1. 51b) 
考虑 把 物体 向 右 拉 开 x,。， 然 后 释放 的 情况 。 释 放 的 瞬间 定 为 时 间 的 起 点 。 则 
在 第 一 个 半 周 期 , 式 (1. 51b) 适 用 。 由 初始 条 件 x(0) =x。、**(0) =0， 可 求 得 两 个 
常数 为 
C, 20, C, =x -a 
代入 式 (1. 51b) 可 得 位 移 为 
X=(xo0 -a)coswtt+ta, x«0 (1. 52a) 
这 个 结果 在 物体 由 右 端 一 直到 运动 到 最 左 端 的 半 个 周期 (0 <i < mw ) 上 成 立 。 在 
物体 开始 由 左 向 右 运 动 的 后 半 个 周期 里 (mr/w, «1«20/9,) , X(1.51a) 3& HH, rH 
式 (1.52a) 可 得 ， 后 半 个 周期 开始 时 的 边界 条 件 为 
x(m/0,) = -x, *2a, x(m/o,) 20 
代入 式 (1. 51a) 可 确定 两 个 常数 为 
人 
因此 ， 在 后 半 个 周期 上 ， 物 体 的 位 移 为 
x -(xy-3a)coso,t -a, x»0 (1. 52b) 
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由 式 (1. 52a) 可 知 ， 开 始 时 (t=0) 的 位 移 为 x(0) =xo; 而 经 过 一 周 后 (+=2m/ 
w,) ， 由 式 (1. 52b) RIA, MNH x(2m/e,) =x, -4a。 可 见 ， 振 幅 在 一 个 周期 里 由 
xo 降 到 了 xo -4a。 可 以 证 明 ， 这 个 规律 也 适合 于 此 后 的 每 个 周期 ， 即 每 经 过 一 个 
周期 ， 振 幅 减 少 44。 例 如 在 第 二 个 周期 里 ， 有 以 下 关系 

x = (x -5a)cosw t+t+a, 2m <wt «3m 
x-(x,-7a)coso,t -a, 3m <w,t<4T 
归纳 起 来 ,位移 可 以 用 下 式 表示 ( 其中,，n 为 半 周 期 序列 数 ) 
x -[x,-(2n-1)a]coso,t c ( -1)'a, na <wt<(n+l1)n (1. 53) 
(nz0, 1, 2, =} 
由 于 式 (1. 53 ) 右 边 第 二 项 是 个 每 半 个 周期 改变 符号 的 常数 ， 相 当 于 横 轴 每 半 个 周 
期 上 移 a RFE - c。 此 外 应 注意 ， 式 (1. 53) 代表 由 初始 条 件 引起 的 自由 振动 响 
应 ， 当 振幅 线性 衰减 至 ( -a，a) 的 范围 时 ， 摩 擦 力 大 于 惯性 力 ， 振 动 将 停止 下 来 。 
因此 ， 式 (1. 53 ) 并 不 是 对 于 任意 大 的 都 成 立 。 

我 们 已 知 ， 粘 性 阻尼 系统 的 自由 振动 呈现 指数 衰减 特性 ， 每 个 周期 上 的 振幅 按 
等 比 级 数 的 变化 规律 减少 。 而 库仑 摩擦 阻尼 系统 的 自由 振动 则 呈现 直线 衰减 特性 ， 
每 个 周期 上 的 振幅 按 等 差 级 数 的 变化 规律 减少 ， 这 是 库仑 摩擦 阻尼 系统 的 特点 。 用 
x, 代表 第 n 个 峰值 的 大 小 ， 则 有 

X, —X,,! 24a =4F/k 

如 图 1. 20 所 示 为 固有 频率 为 2Hz、 具 有 库仑 摩擦 阻尼 的 单 自由 度 系 统 ， 在 初 

台 位移 为 Imm, a =0. 02mm 时 的 自由 振动 啊 应 。 





























时 间 /As 




















图 1.20 具有 库仑 摩擦 阻尼 的 单 自由 度 系 统 的 自由 振动 
上 述 振幅 按 等 差 级 数 减 少 的 规律 ， 也 可 以 方便 地 从 考查 摩擦 力 所 做 的 功 而 得 
到 。 在 如 图 1. 19 所 示 的 振动 系统 中 ， 摩 擦 力 总 是 与 运动 方向 反 向 ， 因 此 总 是 做 负 
功 ， 消 耗 系统 的 振动 能 量 。 考 虚 第 n 个 周期 的 情况 (参照 图 1.20) ， 开 始 时 ， 位 移 


为 <,， 此 时 的 系统 振动 能 量 为 W, — dani 经 过 一 个 周期 后， 振幅 变 为 x, fedt 
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变 为 W,,， = 在 此 过 程 中 ,摩擦 力 所 做 的 功 为 W, = Fx, + Fx, + Fx + Fx 
=2ka(x, +x), FEP, x, = (xz x, ,1)/2。 由 于 摩擦 力 做 负 功 消耗 系统 的 振动 能 
量 ， 所 以 有 以 下 能 量 平衡 关系 W, gi Wasi 二 Wp, mie -Ih5. -2ka(x, tX. ) o 
整 


KJün[fj, x, —x,,, =4a -AF/k, 
1.5.2 库仑 摩擦 阻尼 系统 的 强迫 振动 


求解 具有 库仑 摩擦 的 系统 在 外 力作 用 下 的 强迫 振动 是 一 个 困难 的 工作 。 这 是 由 
于 当 外 力 与 弹性 回复 力 以 及 惯性 力 的 和 小 于 摩擦 力 时 ， 物 体会 停滞 下 来 ， 当 外 力 与 
弹性 回复 力 的 和 大 于 摩擦 力 时 ,物体 又 开始 运动 。 由 于 存在 这 种 非 线 性 特性 (Stick- 
Slip), ， 即 使 对 于 单 自由 度 系 统 在 简 谐 外 力作 用 下 的 最 简单 情况 ， 也 不 容易 给 出 完 
整 的 解析 解 。1931 ^F, Den Hartog 推导 出 了 在 不 存在 停 淖 的 情况 下 (Non-Stop 






















































































Motion) 以 及 每 半 周 期 上 停滞 一 次 的 情况 下 (One Stop Per Half Cycle) 的 振幅 与 摩擦 
力 大 小 的 关系 。 这 里 ,我 们 对 其 结果 做 以 下 介绍 。 

"nmm -一 激 振 力 一 一 激 振 力 

ET — fh 半 周 其 — WU) 

一 位移 L 1| 一 位移 
0 0 
TG ls niw 
a) b) 


图 1.21 库仑 摩擦 阻尼 系统 的 稳 态 强迫 振动 
a) 不 存在 停滞 的 运动 情况 pb) 每 半 周 期 停滞 一 次 的 运动 情况 
首先 考虑 不 存在 停滞 的 情况 下 的 稳 态 振动 ( 见 图 1.21a) 。 摩 擦 力 的 大 小 为 ， 
这 里 ， 激 励 力 表示 为 p = Pcos(owf +p) ， 运 动 方程 为 
mx * kx +F 2 Pcos( cut +o) (1. 54) 
参照 图 1. 19 ， 假 设 物 体 处 于 最 右 端的 时 刻 为 考查 的 起 始点 (此 时 振幅 为 最 大 ， 设 为 
x,), ， 则 在 第 一 个 半 周 期 上 ， 物 体 由 右 向 左 运动 ， 速 度 为 负 ， 式 (1. 54) 摩擦 力 前 取 
人 负 号 。 运 动 方程 为 
mX +kx -F 2 Pcos(ot -p) (0«t«m/o) (1. 54^) 
引入 参数 4a = F/k, X, 2 P/k, e, = VE ， 并 令 y=x -aa， 式 (1.54') 可 变形 为 


y toly 2 X,o?cos(ot * Q) 
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T à " 、 —— X, : 
设 该 方程 式 的 特 解 为 y 2 yocos(wl - 9) ， 代 和 人 上 式 可 求 得 mm Cor yn 于 是 通 
RH 
y= Cisinw,t T C, cosw,t + maa F e) 
C,. C, 为 待定 常数 ， 进 一 步 可 得 
X, 
x = C,sino,t + C,coso,t + — — — —,cos(et +9) +a (1.55) 
1- (w/ow,) 


3X(1.55) Æ 0 «1 « mo 的 半 个 周期 上 成 立 ， 常 数 C, C, 由 边界 条 件 决定 。 考 虑 1 
=0 时 的 边界 条 件 x(0) =x, x(0) =0， 可 以 求 得 
C, 2 X,BBsinp, C, =x -QQ 一 ADcosp 


其 中 , B-2oe/o,, B= 代入 式 (1.55)， 可 得 位 移 为 


E M 

1-g^ 
x =x cosw,t +a(l — cose, t) 

+ X B[ cosp( coswt — coso,t) + sing (sino,t — sinwt) | (1. 56) 

但 是 ， 这 个 解 中 还 有 两 个 未 知 数 x。、g。 这 里 ， 再 次 运用 1 = m/w 时 的 边界 条 件 ， 

x(m/o)- -xo，X(T/®@) =0， 可 以 求 得 mw 、9p。 这 里 略 去 推导 细节 ， 只 给 出 以 下 


- FH 
结果 








Xo —X,Bcosp, sing = 一 (1. 57) 


a A 
X, B 
Jb. Ang em drAgyys 可见 ， 即 使 可 以 确定 式 (1. 56) 中 的 未 知 数 o. e, X 
个 解 的 形式 也 非常 复杂 。 

这 里 ， 我 们 不 去 深究 式 (1. 56) 所 代表 的 位 移 在 每 个 时 刻 的 值 ， 而 是 重点 考查 
其 振幅 x。。 由 式 (1.57) 可 得 


oan (1.58) 
可 见 ， 振 幅 大 小 除了 与 频率 有 关外 (4、B 均 为 频率 的 函数 ) ， 还 与 摩擦 力 与 激励 力 
的 幅 值 之 比 有 关 。 上 式 虽 然 是 在 半 个 周期 上 推导 出 来 的 ， 对 于 稳 态 振动 来 说 ， 这 个 
振幅 特性 也 适合 于 其 他 时 间 段 。 显 然 ， 当 (FYP)” > (B/4) 时， 上 式 根 号 下 为 负 ， 
这 个 结果 不 青 成 立 。 这 时 ,“ 不 存在 停滞 ”的 假定 也 不 再 成 立 ， 在 运动 途中 会 出 现 
停 渍 片刻 的 现象 。 
考虑 每 半 个 周期 停滞 一 次 的 情况 ( 见 图 1.21b)。 对 于 没有 停 沾 的 时 间 段 (0， 
t.)， 式 (1.56) 依 然 成 立 ， 并 且 有 边界 条 件 


t=t 时, x= -xo, x-0 
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另外 ， 对 于 停止 状态 (=0) ， 有 以 下 力 的 平衡 关系 (惯性 力 为 0) 
- kx, + 下 +Pcosp =0 (1. 59) 
由 t=t 的 边界 条 件 ， 可 得 两 个 含有 三 个 未 知 数 (xe e, t) 的 方程 。 把 这 两 个 方程 
式 与 式 (1. 59) 联 立 ， 可 以 推导 出 以 下 关系 式 
cosw t, — coswt, 


coso = (1. 60a) 


(cos@t. — cos, t, )^ + (sinat, -Bsinw,t. )" 














a B (cosot, — coso,t,) (1/B + coswt, — [B^ cosc,t,) + ( sinct, — Bsino,t,)? 
X, 2 








st (cos@wt. — cosw,t,)? + ( sinot, -Bsinw,t. )” 

(1.60b) 
式 (1. 60b) 实 际 上 给 出 了 在 摩擦 力 与 激 振 力 已 知 的 情况 下 ,决定 停 沾 发 生 时 刻 (1.) 
的 方法 。 可 是 遗憾 的 是 ， 这 个 方程 无 法 直接 求解 。 因 此 ， 由 式 (1.60b) 求 得 + ， 代 
和 信 式 (1. 60a) 求 得 cosp， 然 后 再 由 式 (1. 59 ) 求 得 x 的 办 法 行 不 通 。 

在 此 ， 通 过 在 区 间 (0, w/w) 上 14 5-05 

XJ i, 取 一 系列 离散 值 的 办 法 来 进行 数 12 
值 计算 。 例 如 对 于 B = w/w, 05, . n 
根据 式 (1.60) 可 以 算出 aZ] X, X cose E 
B6 ot, 变化 的 曲线 ， 进 一 步 通过 对 关 04H 
系 式 (1.59) 变形， 可 得 x/X, Bü ot 2 













alXa 











变化 的 曲线 ， 如 图 1. 22 所 示 。 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 
tots 
x a 
yy te (L61) 图 1. 22 数值 计算 举例 


当 给 定 摩擦 力 与 激励 力 的 比值 时 (CFAP = a/X,)， 由 如 图 1.22 所 示 的 曲线 ， 即 
可 找到 对 应 的 振幅 (x6/X, ) 。 

用 这 样 的 计算 方法 以 及 公式 (1.58) 和 式 (1.61)， 可 以 求 出 在 给 定 摩擦 力 与 激 
励 力 比值 的 条 件 下 的 振幅 倍率 。 如 图 1. 23 所 示 为 利用 现代 计算 工具 (Excel) 得 到 的 
结果 。 该 结果 有 一 个 显著 的 特点 ， 就 是 F/P 存在 一 个 临界 值 mrM4。 当 F/P < m/4 
时 ， 由 式 (1.58) 可 知 ， 共 振 时 (8 =w/w, 21), xy/X,—o ， 这 对 于 满足 FAP «m/4 
的 所 有 摩擦 力 都 成 立 。 我 们 知道 ， 对 于 粘性 阻尼 系统 ， 共 振 时 振幅 为 一 有 限 值 ， 不 
可 能 成 为 无 限 大 ; 而 干 摩 擦 阻尼 系统 却 不 同 ， 共 振 时 振幅 变 为 无 限 大 。 

为 了 理解 这 个 结论 ， 我 们 来 比较 激励 力 所 做 的 功 和 摩擦 力 所 做 的 功 。 共 振 时 ， 
激励 力 在 一 个 周期 里 所 做 的 功 由 式 (1. 38 ) 可 得 

W, = PxoT 




















而 摩擦 力 所 做 的 功 为 
W, = | Fas + |" (-F)dx =-4Fm 
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激励 力 做 正 功 ， 给 系统 输入 能 量 ， 而 摩擦 力 做 负 功 ， 消 耗 系统 的 能 量 。 二 者 的 大 小 
都 与 振幅 的 一 次 方 成 正比 。 显 然 ， 当 F/P < 5/4 时 ,摩擦 力 所 消耗 的 能 量 小 于 激励 
力 所 供给 的 能 量 。 因 此 ， 系 统 的 能 量 不 断 增加 ， 振 幅 越 来 越 大 (图 1.23 中 ,标注 
7/4 的 曲线 实际 上 是 F/P =0. 785 < 5/4 的 情况 ) 。 

3.5 
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/in 
图 1. 23 具有 库仑 摩擦 阻尼 的 系统 的 强迫 振动 的 幅 频 特性 

粘性 阻尼 力 所 做 的 功 的 大 小 与 振幅 的 二 次 方 成 正比 。 不 管 阻尼 多 小 ， 消 耗 的 能 
量 最 终 会 与 供给 的 能 量 达到 平衡 ， 因 而 振动 能 量 及 振幅 不 会 无 限 增加 。 

5b, Fd 1.23 中 左下 角 的 三 角 部 位 为 空白 ， 对 应 于 每 半 周 期 停滞 两 次 及 以 上 
的 情况 。 对 于 这 种 复杂 的 情况 ， 尚 且 无 法 得 到 理论 解 。 利 用 商业 机 构 解 析 软 件 可 以 
求解 到 这 个 部 位 的 结果 ,但 由 于 振幅 很 小 ， 无 关 紧 要 ， 这 里 不 予 介 绍 。 作 为 参考 ， 
图 1. 24 给 出 每 半 周 期 停滞 3 次 时 的 位 移 及 速度 的 特征 (这 个 结果 是 在 F/P -0.5, B 
=0.1 的 情况 下 ， 用 商业 机 构 解 析 软 件 MSC. Adams 计算 得 到 的 ) 。 



























































一 ”速度 
一 一 位 移 
































时 间 /s 


图 1.24 每 半 周 期 停滞 3 次 时 的 位 移 及 速度 的 特征 
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1.5.3 ”库仑 摩擦 的 等 价 粘性 阻尼 近似 


由 上 市 可 知 ， 求 解 具有 干 摩擦 系统 的 振动 响应 的 确 是 件 困难 的 工作 。 这 里 ,我 
们 介绍 利用 等 价 粘 性 阻尼 来 近似 表现 库仑 摩擦 的 方法 。 

我 们 已 知 ， 摩 擦 力 在 一 个 周期 消耗 的 能 量 为 4Fx。， 而 粘性 阻尼 力 在 一 个 周期 
消耗 的 能 量 为 wCwxo。 利 用 摩擦 力 耗 能 与 粘性 阻尼 力 耗 能 相等 的 假定 ， 可 以 确定 出 
等 价 的 粘性 阻尼 系数 为 





民 (1. 62a) 


"1^ TWXo 


等 价 粘 性 阻尼 比 为 
g -Ca -Cao 2F 
"^3 /mk 2k ` mpks 
在 1.3.3 小 节 ， 我 们 已 经 求 出 了 烙 性 阻尼 系统 稳 态 强迫 振动 的 响应 为 
Xo _ 1 
^. /-g)' +E) 
将 式 (1.62b) 代 入 上 式 整 理 ， 可 得 





(1.62b) 











三 (1.63) 


显然 ， 上 式 在 F/P < m/A 时 有 实际 意义 。 图 1.25 是 根据 式 (1. 63) 计 算出 来 的 结 
与 图 1.23 对 比 ， 在 接近 共振 的 领域 ， 用 等 价 粘 性 阻尼 的 方法 可 以 较 好 地 近似 原 系 
统 的 振幅 ， 由 于 实际 中 人 们 更 关心 共振 时 的 情况 ， 因 此 ， 式 (1. 63) 所 代表 的 近似 













































































Gin 





图 1.25 用 等 价 粘性 阻尼 近似 得 到 的 干 摩擦 系统 的 强迫 振动 的 幅 频 特性 
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方法 具有 实际 应 用 意义 。 摩擦 因数 
最 后 需要 指出 的 是 ， 如 图 1. 19b 所 示 的 Pep 





Ha 


摩擦 特性 是 在 摩擦 因数 一 定 的 理想 状态 的 情 
况 下 。 实 际 中 ， 摩 擦 因数 会 受到 相对 滑动 速 
度 、 温 度 、 温 度 、 正 压力 的 大 小 等 因素 的 影 
响 而 发 生变 化 ， 例 如 相对 滑动 速度 为 零 时 ， 
静摩擦 因数 .一 般 大 于 滑动 开始 后 的 动 摩 
TERR uao 此 外 ， 当 运 动 方向 改变 时 ， 摩擦 图 1.26 解析 实践 中 常用 的 摩擦 
d s a [Pc BE e (u -o 曲线 ) 

数 ， 这 会 引起 数值 解析 的 极 大 困难 。 因 此 ， 

e nu. 通常 引入 一 个 微小 的 速度 域 值 w， 在 ( — v, v.) 的 领域 内 ， 
设 摩擦 因数 线性 变化 ， 以 保持 连续 性 。 这 样 建 模 的 摩擦 因数 的 特性 曲线 如 图 1. 26 
所 示 ( 简 称 -v 曲线 ) 。 
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1.6 任意 形式 激励 力作 用 下 的 振动 


以 上 所 讨论 的 强迫 振动 均 是 在 简 谐 外 力作 用 的 情况 下 。 对 于 稳 态 振动 来 说 ， 即 
使 作用 力 不 是 单 频 ， 也 可 以 利用 单 频 激 振 来 研究 其 频率 响应 特性 。 也 就 是 说 ， 所 有 
以 上 通过 简 谐 激 振 在 频 域 里 的 考查 结果 具有 代表 意义 。 但 是 ， 对 于 非 稳 态 振 动 ， 特 
别 是 在 冲击 力作 用 下 的 振动 问题 ， 只 人 研究 稳 态 频率 响应 etg 不 足以 反映 问题 的 
本 质 。 这 时 ， 需 要 关注 瞬 态 响应 的 大 小 ， 也 就 是 振幅 随时 间 变 化 的 情况 。 本 节 ， 我 
们 来 探讨 单 自由 度 系统 在 任意 形式 的 外 力作 用 下 的 振动 。 


1.6.1 冲击 力作 用 下 的 瞬 态 响应 


考虑 在 很 短 的 时 间 内 (0 <t<t)， 物 体 受 到 冲击 力 f(s) 作用 的 情况 。 这 时 ， 运 
动 方程 为 








mł (t) *cx(t) *kx(t) =f(t) (1.64) 
由 于 f(s) 的 形式 未 知 ， 直 接 求解 以 上 非 齐 次 微分 方程 比较 困难 。 对 于 求解 这 种 冲击 
响应 问题 ， 可 以 近似 地 按 以 下 步骤 来 进行 。 首 先 ， 由 于 作用 时 间 很 短 ， 在 力 的 作用 
时 间 内 物体 还 来 不 及 移动 ， 产 生 的 位 移 可 以 忽略 不 计 ， 因 此 ， 我 们 只 需 关 注 作 用 力 
结束 后 的 响应 即 可 。 也 就 是 说 ， 引 入 一 个 新 的 时 间 变 量 7 -2:-1,20, 87r £X 
(1. 64) 变 为 











mXx(T) +cX(T) +Hx(T) =0 (1.65) 
由 式 (1.26) 可 知 ， 上 式 的 通 解 ， 即 作用 力 结 束 后 的 响应 为 
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x(T) 2 e I^" ( C, cos, + C,sinc,T) (1. 66) 
剩 下 的 问题 只 是 如 何 确定 两 个 常数 C, 和 Co 
现在 来 考查 这 个 问题 的 初始 条 件 。 假 设 在 作用 力作 用 开始 时 (1 =0) ， 物 体 已 经 
具有 初始 位 移 xo 和 初始 速度 mw， 则 作用 力作 用 结束 时 (: = 为 ) ， 位 移 仍 可 近似 地 认 
为 不 变 ， 而 速度 一 定 会 发 生变 化 ， 以 吸收 以 下 冲 量 
I= foa (1.67) 
假设 冲击 结束 时 物体 的 速度 变 为 v, ， 由 动量 定律 可 得 
m(v,-v)-l 一 wzwv-*l/m 
因此 ， 方 程式 (1. 66) 的 初始 条 件 (r =0) 可 以 写 为 
x(0)-x,, x(0)-w-*I/m 
将 以 上 条 件 代 入 式 (1. 66) 及 其 微分 式 ， 可 以 得 到 两 个 联 立方 程 ， 进 而 可 以 求 得 


Ug * £O), Xo I 
C =x, C; = 


于 是 可 得 冲击 后 物体 的 位 移 响应 为 





d meo d 


Vo + £0, Xo 





: : Lo 1 
x =e ®t [s cos t snor) + e "sing, (1. 68) 


上 式 右边 第 一 项 是 由 初始 条 件 引 起 的 自由 振动 ， 第 二 项 为 外 力 激励 的 强迫 振 
动 。 同 时 应 注意 ， 上 式 是 在 冲击 力作 用 时 间 很 短 的 条 件 下 近似 成 立 的 。 只 有 当 作用 
时 间 趋 近 于 0(x-*0) 时 ， 上 式 才 严格 成 立 。 此 时 ， 冲 击 力 相当 于 一 个 脉 站 函数 

AD = kô) > SAO = h fE = n 
函数 (1) 称 为 单位 脉冲 函数 ， 它 有 以 下 性 质 





8(1) = i = | 50a =1 
0 ,t20 -> 
于 是 ， 脉 冲力 作用 下 的 强迫 位 移 响 应 为 
x= h e ^" sinog,T (1.69) 
moa, 


上 式 中 ,1 = 1 时 ， 变 为 单位 脉冲 作用 下 的 响应 ， 称 为 冲击 响应 函数 ( Impulse 
Response Function) 。 对 于 复杂 的 实际 结构 ， 单 位 脉冲 作用 下 的 冲击 响应 函数 反映 
了 结构 的 动力 学 特征 ， 就 像 在 频 域 里 用 频率 响应 函数 (FRF) 来 评价 结构 的 动 特性 一 
样 ， 在 时 域 里 则 用 冲击 响应 函数 来 评价 。 事 实 上 ， 把 冲击 响应 函数 进行 傅 里 叶 变 
换 ， 就 可 得 到 频率 啊 应 函数 。 


1.6.2 物体 在 一 般 力作 用 下 的 响应 
如 图 1. 27 所 示 为 任意 形式 的 作用 力 f Co) 随时 间 连 续 变 化 的 情况 。 对 于 这 种 情 
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况 ， 可 以 把 这 个 连续 变化 的 作用 力 看 作 一 系列 的 大 小 不 同 的 脉冲 函数 的 组 合 。 例 如 
考虑 在 1=7 时 刻 的 微小 时 间 增 量 Ar， 此 时 的 等 价 脉冲 为 KKr)Ar， 由 此 产生 的 强迫 
位 移 响应 为 

Ax T) raga) 


moa, 
对 于 线性 系统 ， 由 这 种 方法 得 到 的 无 数 个 脉冲 响应 至 加 起 来 ， 就 是 一 般 作 用 力 
成 四 作用 下 的 强迫 位 移 响应 。 也 就 是 说 ， 在 Ar 一 0 的 情况 下 对 上 式 做 积分 运算 ， 即 
可 得 到 在 任意 时 刻 上 的 响应 为 


ates = [ for) e sino, C dr (1.70) 
d 


式 (1.70) 所 代表 的 积分 称 为 杜 fol 
哈 梅 积分 (Duhamel Integral) 。 虽 然 
形式 上 给 出 了 任意 力作 用 下 的 响应 ， 
但 是 除非 f(1) 的 形式 很 简单 ， 否 则 ， 
直接 求解 式 (1.70) 极 其 困难 ， 一 般 
需要 运用 数值 积分 的 方法 。 本 - 

考虑 上 初始 条 件 引 起 的 自由 振 
动 ， 位 移 响应 可 以 完整 地 写 为 


oO Vo 十 WoXo . 
x(t) = e (ose + 一 Sino 上 
(OR 


sing, (t - T) ÁT 














图 1.27 任意 形式 的 作用 力 随时 间 连 续 变 化 的 情况 


+ LL. [Arje sine, (1 -7)dr (1.71) 
mao, 0 


1.6.3 拉 普 拉 斯 变换 在 求解 振动 响应 上 的 应 用 


本 小 节 我 们 来 介绍 求解 运动 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 法 (Laplace Transform) 。 首 先 ， 
对 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 及 其 主要 性 质 做 一 下 介绍 。 

在 :>=0 的 领域 上 定义 的 函数 f(t) ， 其 拉 普 拉 斯 变换 定义 为 (简称 拉 氏 变换 ) 

R= HAD = | eo (1.72) 

其 中 ,s=o+jo 为 复数 。 如 果 用 横 轴 代表 实 部 ， 纵 轴 代 表 虚 部 ， 则 所 有 * 的 取 值 
构成 一 个 复 平 面 ， 通 常 称 为 [*] 平 面 。 由 于 e ”=e “e“”， 相 当 于 一 个 角 频 率 为 @ 
的 简 谐 振动 。 “被 指数 函数 e-” 所 衰减 ， 所 以 o 相当 于 阻尼 作用 (参照 图 1.12)。 
如 果 <0， 则 e-" 随 着 时 间 的 增加 越 来 越 大 ， 上 述 积分 可 能 不 存在 。 通 常 来 说 ， 
存在 一 个 实 常数 o.， 在 o >o. 的 领域 上 , 式 (1.72) 所 示 的 积分 存在 ，o 2o, 称 为 
F(s) 的 收敛 域 。 相反,，o «o, B s 称 为 F(s) 的 特异 点 (s,)。 

与 式 (1.72) 相 对 应 ， 拉 普 拉 斯 逆 变 换 定义 为 
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KO = TPR ^g C etFG)ds (1.73) 


Hob, y 为 实 常数 ， 并 且 满 足 y > Re(s,)。 如 果 所 有 的 特异 点 处 于 复 平面 的 左 半 
边 ， 即 ，Re(s,) <0， 则 可 有 取 y=0。 此 时 , 式 (1.73) 与 傅 里 叶 逆 变换 等 价 。 上 式 所 
代表 的 积分 又 称 Bromwich 积分 。 

在 应 用 拉 氏 变换 及 其 逆 变 换 时 ， 通 稼 并 没 必 要 直接 用 式 (1.72) 或 式 (1.73) 求 
解 ， 而 可 利用 大 量 已 知 的 变换 关系 。 

我 们 知道 ， 在 把 时 域 信 号 转换 到 频 域 进行 分 析 时 ， 常 用 傅 里 叶 变 换 (Fourier 
Transform) 。 传 里 叶 变换 是 把 ( —o , œ) 上 的 时 间 信 和 号 转化 为 ( - w ，w ) 上 的 频率 
成 分 ， 如 下 式 所 示 


























Flw) =| e™fa)dt 

上 式 的 成 立 条 件 是 1 f(t) | 在 ( — 0, o ) 上 的 积分 存在 ; 拉 氏 变换 则 是 把 (0，% ) 
上 的 时 间 信 号 转化 为 [s] 平 面 上 的 成 分 分 布 。 对 比 二 者 的 定义 可 知 ， 拉 氏 变 换 相当 
于 给 原 有 的 函数 乘 上 一 个 衰减 指数 ， 然 后 只 在 (0，% ) 上 做 传 里 叶 变 换 ， 因 而 大 大 
地 缓和 了 侍 里 叶 变 换 成 立 的 条 件 。 正 是 由 于 拉 氏 变换 所 具有 的 一 些 性 质 ， 使 得 它 在 
求解 微 积分 方程 及 其 工程 应 用 方面 ， 尤 其 是 在 动力 学 、 控 制 工 程 、 电 气 技术 等 领域 
得 到 了 广泛 的 应 用 。 以 下 不 加 证 明 地 给 出 拉 氏 变换 的 一 些 基本 性 质 和 定理 ， 并且 在 
表 1.3 中 列 出 一 些 求解 振动 问题 常用 的 拉 氏 ( 道 ) 变 换 对 。 

表 1.3 常用 的 拉 氏 ( 逆 ) 变 换 关系 










































































F(s) fQ) 注释 
0 a 
-— itid B '< 4 为 单位 阶 路 函数 
5 1 t»a 
i 
s +1 nl 
1 p 根据 a 的 值 有 各 种 变形 (下 
sta b 同 ) 
T "sae 
1 1 
M a —(1-e 
s(s+a) a ( ) 
p 根据 w，7 的 值 有 各 种 变形 (下 
(s+a)(s+b) lica ab 同 ) 
stc c-a -a QC-b -bt 
(s+a)(s+b) b-a a-b 
1 = 
(sa)? m 
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(E) 
F(s) f) 注释 
stb 
(sta)? [1 +(b-a)t]e7“ 
-i Ho 
(sta)? eo? uo s 
eee tuia e" sin wt +o) 4 =0 时 ， 为 正弦 函数 的 变换 
—— gesing e nitore) 4 =0 时 ， 为 余弦 函数 的 变换 
二 4a — cos@t) 
RT t ainot 
(° +o)? 5 
E cosbt — cosat 
(2 +a?) (s? +b?) aj -b 
1 t 12 
gg to?) 5 
1 asinbt — bsinat 
(2 +a?) (s? +b?) ab(a? - M) 








1. 线性 又 加 性 
Ray, a, 75, a, REP, FG), s, FLGOAHBDR FAQ , e, LOO KMR 
变换 ， 则 有 
Lia,f, (t) +a f(t) 97 +a, f, (1) ] =a, F(s) +a, F,(s) ++ *a,F,(s) 
2. 移 位 性 
设 F(s) 为 f(t) 的 拉 氏 变换 ， 则 ft-7) 的 拉 氏 变换 为 
Llf(i-7)} =e "F(s) 
男 一 方面 ，e™f(t) 的 拉 氏 变换 为 
Lie"f(1)] 2 F(s-7) 
3. 微 积分 的 拉 氏 变换 
设 F(s) 为 1) 的 拉 氏 变换 ， 则 微分 (1)、 了 (2) 的 拉 氏 变换 分 别 为 
LIF (1) | 2sF(5) -f(0) 
Lif'(1) ] 2s F(s) -s(0) -f (0) 


积分 | AO) d 的 拉 氏 变换 为 
HL ioa] - F(s)/s 
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可 见 ， 通 过 拉 氏 变换 ， 可 以 把 微分 和 积分 运算 分 别 转换 为 关于 * 的 乘法 和 除法 
的 代数 运算 ， 因 而 在 求解 微 积 分 方程 方面 被 广泛 应 用 。 
4. 卷 积 的 拉 氏 变换 
函数 f(t) IL g(t) BIA TA (Convolution Integral) 定义 为 
fO) sg(D) = 人 Kr)g( - dr 
它 的 拉 氏 变换 为 
LISO) *g(1) | 2 F(s)G(s) 
即 两 个 函数 的 卷 积 的 拉 氏 变换 等 于 各 个 函数 的 拉 氏 变换 的 乘积 。 
以 下 运用 拉 氏 变换 的 方法 ， 来 求解 有 粘性 阻尼 的 单 自由 度 系统 在 任意 力作 用 下 
的 时 间 响 应 。 首 先 ， 将 方程 (1. 64) 变形 为 
X 42£0,X t x f(t)/m (1. 74) 
对 上 式 两 边 进行 拉 氏 变换 ， 可 得 
SX(S) —sx(0) - x(0) +2Co |sX(s) -x(0)} +a X(s) 2 F(s)/m 
其 中 ,，X(s) 为 位 移 x(1) 的 拉 氏 变换 ，F(s) 为 作用 力 f(1) 的 拉 氏 变换 。 将 上 式 整 理 
后 ， 可 得 


s + (vo  2£0, x9) /xo 1 


X(s) =% F(s) (1. 75) 





s 2640,50 ( 240,5 + )m 
式 (1.75) 右 边 第 一 项 是 由 初始 条 件 引 起 的 自由 振动 ， 第 二 项 为 外 力 激励 的 强迫 振 
动 。 对 式 (1.75) 作 拉 氏 逆 变 换 ， 即 可 得 到 时 域 上 的 响应 。 

先 来 看 第 一 项 的 拉 氏 逆 变 换 。 将 分 母 通 过 因 式 分 解 变形 为 (其 中 ，ow = 
o, V1 -6 ) 





s? *2£o,s * o, > (s to. - jo) (s tod + jo.) 


应 用 拉 氏 逆 变 换 公 式 


pu s+c Jegzte + 
(s+a)(s+b) b-a a-b 
可 以 求 得 式 (1.75) 8358 A RE RE A E EZ IRL RO) 
n E S EUST su m (s coso ji pe rese ] 
f sg e2£o,5 +o i l Ou : 
现在 ， 再 来 看 式 (1. 75) H8 — B BS o EC ER, 1x — 080 E PRI AP dz EC AE Hf PR 
数 的 乘积 构成 ， 因 此 其 道 变换 应 为 一 个 卷 积 形式 。 令 
os. S = 

( 42£o,s*ol)m (sto -jo,) (s ,£ * jo.) m 


应 用 拉 氏 逆 变 换 公 式 











| 1 加 1 =ü 1 -bt 
h (去 并 -二 
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易 求 得 


m 


e i? 


L'16()] = 

再 应 用 卷 积 的 拉 氏 变换 关系 ， 可 得 
L1GG) FG) | = f) x e(t) = LL f for)e "sine. ( -7)dr 
因此 ， 直 趟 (1.75) 的 拉 民 道 变换 ， 可 得 与 起 (1.71) 所 示 结 果 相 同 的 位 移 响应 





moa 


Uy + WbXo 


-ort 
x(t) = e (coser 十 sino, 


t 
+ x | f) e sino, (1 - 7)dT 
Tm, -0 


对 于 初始 条 件 为 0 的 情况 ， 上 式 变 为 式 (1.70) 。 即 使 初始 条 件 不 为 0， 由 于 阻尼 的 
作用 ， 上 式 第 一 项 的 自由 振动 成 分 也 会 很 快 衰减 掉 。 

由 以 上 推导 过 程 可 见 ， 拉 氏 变 换 是 求解 复杂 的 振动 响应 问题 的 强 有 力 的 工具 。 
如 果 用 傅 里 叶 变 换 求解 微分 方程 ， 则 只 能 得 到 不 受 初 始 条 件 影响 的 稳 态 解 (相当 于 
方程 的 特 解 ); 而 应 用 拉 氏 变换 ， 则 可 以 得 到 由 瞬 态 响应 与 稳 态 响应 构成 的 方程 的 
通 解 。 


1.6.4 典型 冲击 力作 用 下 的 响应 


作为 拉 氏 变换 的 应 用 举例 ， 本 小 顾 探 讨 单 自 由 度 系 统 在 典型 冲击 力作 用 下 的 响 
应 。 
1. 正弦 半 波 冲击 力 
























































考虑 式 (1.76) 所 示 半 个 正弦 波 激励 力 的 情况 
(参见 图 1.28) 。 z 
Fosinwot tt, = 71/0, z 
Ja) = (1.76) s 
0 t >to lo 
其 拉 氏 变换 为 
woPo st 时 间 A 
F(s) = (1 +e7™™) (1.77) 
s^, 图 1.28 iE 





另 一 方面 ， 系 统 的 运动 方程 为 
€ (t) *2£0, X (t) e x(t) 2 (m /k)f(t) 
假设 物体 初始 处 于 静止 状态 ， 对 上 式 两 边 进行 拉 氏 变换 ， 可 得 


X, ww i 
(s? -2£o,5 * 2) X(s) = ` z(1 te) 
s^, 





2 
X a0, Wo 


X(s)= (1l+e ™) (1.78) 





(s? +w) s +260,s to.) 
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Hop, X, = 了 FAk。 对 上 式 进 行 拉 氏 逆 变 换 ， 即 可 得 到 时 域 响 应 。 
为 了 便于 应 用 拉 氏 逆 变 换 ， 做 以 下 变形 
1 " As +B 2 Cs+D 
(s? to.) (y *2£o,5 +w?) s? + o. s? * 250,5 +0? 
对 上 式 右 边 进行 整理 ， 由 方程 两 边 分 子 的 多 项 式 的 系数 应 该 相等 的 条 件 ， 可 得 下 列 
联 立方 程 组 





A+C=0 
2A£0, +B+D=0 
Ac? +2Biw, + Co? =0 
Bo? + Do», =1 
求解 该 方程 组 ， 可 得 待定 常数 4,，B,，C，, DH 
A= -2£o,/d 
B=(w -wo)/d 
C =26w /d 
D z[ (A? -1)w +w, ]7d 
其 中 ,d= (wi -oo) * 249,9)". 
于 是 ， 应 用 拉 氏 逆 变 换 公 式 ， 对 式 (1.78) 做 变换 可 得 


2 E n 
x( t) Cw, we ii D . 2 n 
y5 C - £0, lsinwt * wcosw ut | + (Awocoswot + Bsinwot) 








t o d 


2 
Co. oye 





-son(t-t0) D 
| | £o, ino, 一 加 ) * ecoso (t-t) ] 


ui 74) | di C 


+o? [ Aoy cose, (1 — 15) +Bsino (174) ] | (1.79) 


Jobi, o, =w VIE, BURG vai) [In 

由 上 式 可 知 ， 静 止 的 单 自由 度 系统 在 正弦 半 波 冲 击 力作 用 下 的 响应 由 两 部 分 组 
成 :一 部 分 是 从 冲击 力作 用 开始 就 产生 的 振动 ， 另 一 部 分 是 冲击 力作 用 结束 后 发 生 
的 振动 ， 这 部 分 相当 于 把 前 者 延迟 时 间 如 。 一 者 的 准 加 即 是 总 的 响应 。 同 时 ， 在 每 
部 分 响应 中 ， 又 可 以 看 到 自由 振动 的 成 分 (w,) 和 强迫 振动 的 成 分 (@,) 。 

如 图 1. 29 所 示 为 两 种 情况 下 振动 响应 随 阻 尼 比 变化 的 情况 。 横 轴 为 正规 化 的 
时 间 ， 值 为 1 的 位 置 对 应 于 正弦 半 波 的 结尾 ; 纵 轴 为 正规 化 的 位 移 响应 (a/X., )。 
可 见 ， 当 激励 力 的 频率 远 小 于 系统 的 固有 频率 时 (周期 远大 于 固有 周期 ) ， 系 统 的 
响应 主要 发 生 在 冲击 力作 用 时 间 内 ( 见 图 1. 29b)， 冲 击 结束 后 ， 振 幅 迅 速 减 小 ， 反 
之 ， 冲 击 力作 用 结束 后 ， 仍 有 可 能 发 生 较 大 的 振幅 ( 见 图 1.29a) 。 不 论 是 哪 种 情 
况 ， 增 加 阻尼 可 以 有 效 地 衰减 掉 冲 击 力 结束 后 的 振动 。 
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a) 
图 1.29 系统 加 有 频率 为 正弦 半 波 外 力 频率 的 2 倍 和 10 倍 时 的 响应 
a) 固有 频率 为 正弦 半 波 外 力 频 率 的 2 倍 时 的 响应 b) 固有 频率 为 正弦 半 波 外 力 频 率 的 10 倍 时 的 响应 
如 图 1. 30 所 示 为 在 无 阻尼 的 情况 下 ， 振 动 响应 随 正 弦 半 波 频 率 变化 的 情况 。 











从 图 示 的 计算 例子 中 可 以 看 到 一 个 特点 ， 即 当 系统 固有 频率 与 正 弱 半 波 频率 之 比 为 
3 以 上 (包含 3 ) 的 奇数 时 ， 冲 击 结束 后 的 响应 为 0。 这 是 一 个 很 有 趣 的 现象 ， 据 此 ， 
我 们 可 以 制定 有 效 的 减 振 措施 。 例 如 如 果 已 知 某 种 情况 下 ， 结 构 会 受到 近似 于 正弦 
半 波 的 冲击 力作 用 ， 则 可 以 对 结构 进行 优化 设计 ， 使 得 在 冲击 方向 上 最 易 被 激 起 的 
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图 1.30 无 阻尼 系统 在 正弦 半 波 外 力作 用 下 的 响应 


a) 响应 示意 图 一 b) 响 应 示意 图 二 
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模 态 的 固有 频率 为 正弦 半 波 频率 的 3 倍 或 以 上 的 奇数 倍 ， 从 而 达到 冲击 后 的 余 振 迅 
速 衰 减 的 效果 。 

为 了 理解 上 述 现象 ,我们 来 看 看 正弦 半 波 函数 所 包含 的 频率 成 分 。 将; o jo fX 
人 和信 式 (1.77) ， 可 得 正弦 半 波 函数 的 傅 里 叶 变 换 为 




















Foo 
F(o) =— (1 + cos@wto — jsinwto ) 
w 一 中 


进一步 可 以 求 得 激励 力 的 自 功率 谱 (Auto-power Spectrum) 为 





2 2 
Gi(w) 2 F(o)F' (o) -n( ad Ld (1. 80) 
w -o 2o 


上 式 等 于 0 的 条 件 是 w -(2n*1)o,(n-z1, 2, 3, =), M w=30, 50, 70, 
… 时 ， Cr(w) =0。 

如 图 1. 31 所 示 为 根据 式 (1. 80) 绘 制 的 正弦 半 波 函数 的 自 功率 谱 曲 线 ( 取 F, = 
1)。 可 见 ， 在 正弦 半 波 频率 (ww ) 的 不 为 1 的 奇数 倍 上 ， 正 弦 半 波 冲 击 力 所 具有 的 
能 量 为 0。 因 此 ， 如 果 被 冲击 结构 的 固有 频率 与 此 重合 ， 则 自由 振动 不 会 被 激 起 。 























On /00 





图 1.31 正弦 半 波 函数 的 自 功率 谱 曲 线 











2. 汉 宁 波 冲 击 力 














式 (1. 81) 为 汉 宁 函数 (Hanning) 的 定义 
(参见 图 1.32), HXI FEFK, EI z 
始 及 结尾 的 变化 更 为 平缓 。 Hi: 

Ka) = Fosin (et) tet = m/o um is 

0 t» fg 
(1. 81) i 
DUT REBEL IASON OF, =1) G 
(2a,)* 


F(s) &3-(1 -e™)- (1.82) 


[s 十 (2wo) ] 
运用 前 面 介 绍 的 拉 氏 变换 的 方法 ， 同 样 可 以 推导 出 在 汉 宁 冲击 力作 用 下 系统 的 
响应 。 由 于 推导 繁杂 ， 这 里 就 不 做 介绍 。 需 要 指出 的 是 ， 汉 宁 函 数 的 傅 里 叶 变 换 为 
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2 
2w0 


is “who -o) 


[ sinat, - j(cosot, 1) ] 
自 功率 谱 为 
4o, - 2 OT 
en = (1. 83) 
与 正弦 半 波 不 同 的 是 ， 在 激励 频率 的 不 为 2 的 偶数 倍 上 ， 汉 宁波 冲击 力 所 具 有 的 能 
量 为 0。 即 当 w =2(z+1l)ou(z=1，2，3，…) 时 ，GCr(wo) =0( 人 参见 图 1.33)。 
一 40 























幅 值 /dB 
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Ed 1.33 汉 宁 函数 的 自 功 率 谱 曲 线 

















1.7 自 激 振动 


至 此 为 止 ， 我们 讨论 了 自由 振动 和 强迫 振动 两 种 振动 形态 。 在 这 些 讨 论 中 ,我 
们 不 言 而 喻 地 认为 系统 本 身 是 稳定 的 ， 即 弹性 恢复 力 与 位 移 反 向 ， 总 是 试图 使 物体 
回 到 原始 平衡 位 置 ， 而 阻尼 力 则 与 运动 速度 反 向 ， 通 过 做 负 功 来 消耗 系统 振动 能 
量 。 因 此 ， 当 动态 激励 力 停止 作用 后 ， 振 动 最 终 也 会 停止 下 来 。 换 言 之 ,对 于 稳定 
系统 来 说 ， 振 动 的 产生 及 维持 需要 外 界 对 系统 施加 随时 间 变 化 的 动态 激励 力 。 这 个 
动态 激励 力 是 独立 于 系统 的 振动 之 外 的 ， 即 使 振动 完全 停止 (例如 通过 某 种 强制 约 
束 )， 外 界 激励 力 可 能 仍然 存在 。 

本 节 ， 我 们 来 讨论 另外 一 种 情况 ， 即 所 谓 的 自 激 振动 (Self-excited Vibration ) 。 
顾名思义 ， 目 激 振动 是 指 在 没有 独立 的 外 界 变 动力 的 作用 下 而 产生 的 振动 。 这 时 ， 
激励 力 来 源 于 系统 的 振动 本 身 ， 一 旦 振动 发 生 ， 动 态 激 励 力 随 之 产生 ， 进 而 引起 更 
强 的 振动 ， 或 者 使 振动 持续 下 去 ; 振动 停止 ,动态 激励 力 随 之 消失 。 举 例 来 说 ， 弹 
钢琴 是 通过 襄 击 众 刍 来 打击 琴 防 ， 使 其 振动 发 声 ， 属 于 强迫 振动 ， 而 演奏 小 提琴 及 
二 胡 等 乐器 ， 并 无 明显 的 敲 击 动作 ， 只 需 稳定 地 拉动 琴 号 即 可 发 声 ， 属 于 自 激 振 
动 。 男 外 ， 吹 笛子 也 是 利用 自 激 振动 现象 ， 即 通过 气流 引起 空气 的 振动 。 

虽然 自 激 振动 的 动态 激励 力 与 振动 本 身 “ 共 存亡 ”，, 但 是 其 振动 能 量 并 不 是 凭 
空 而 来 的 。 拉 提琴 时 ， 琴 六 的 振动 能 量 其 实 来 源 于 琴 马 的 运动 能 量 ， 如 果 不 拉 动 琴 


























: 46 - 机 械 振动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 





马 ， 自 然 不 会 发 声 ;， 男 一 方面 ， 即 使 拉动 琴 马 ， 如 果 琴 马 与 琴 弦 之 间 的 摩擦 因数 很 
小 (如 加 上 润滑 油 )， 也 不 容易 发 声 。 可 见 ， 自 激 振 动 的 发 生 不 光 需 要 “拉动 琴 马 ” 
这 个 必要 条 件 ， 而 且 系 统 本 身 需 要 能 够 把 一 部 分 运动 能 量 转移 为 振动 能 量 的 “能 
2 s 


1.7.1 系统 的 稳定 性 与 自 激 振动 的 发 生 条 件 


这 里 ， 我 们 来 探讨 系统 具有 什么 样 的 特性 时 ， 会 具有 把 运动 能 量 转移 为 振动 能 
量 的 能 力 。 由 于 讨论 的 是 系统 本 身 的 固有 特性 ， 可 以 使 用 自由 振动 的 运动 方程 式 
(1.18), 

假设 刚性 变 为 负 值 ， 则 运动 方程 可 写 为 

mX +c% —kx =0 (1. 84) 
令 x=e”， A 为 常数 ， 称 其 为 方程 的 特征 值 。 代 入 方程 式 (1. 84) ， 可 求 得 


I 


因此 ， 可 得 PT x BENERA 
x =C e" e C, e^" (1. 85) 
HB, C. C, 为 两 个 由 初始 条 件 确 定 的 常数 。 假 设 初 始 条 件 为 *(0) = x. 
x(0) =0， 则 由 此 条 件 可 求 得 两 个 常数 为 
V1 VI+C +C ur C m VI+C -é zm 
2 JË ^ 24A«4£ 
代入 式 (1.85) 整 理 ， 可 得 位 移 响 应 为 


-ont 


(= "5 eg Mr) e Mt De" w giae) 


如 图 1. 34a 所 示 为 w, 24m, £20.05, x, =1 时 的 图 像 。 显 然 ， 这 不 是 一 个 振动 响 
应 。 由 此 可 知 ， 负 的 刚性 只 会 使 物体 越 来 越 远 离 其 平衡 位 置 ， 这 是 一 种 不 稳定 的 情 
况 ， 称 之 为 系统 的 静 不 稳定 性 。 负 刚性 相当 于 系统 具有 负 的 特征 值 -oj 。 

我 们 再 来 探讨 阻尼 为 负 的 情况 。 此 时 ， 运 动 方程 为 























6 = 























mX -cx t kx =0 (1. 87) 
将 式 (1.27) 中 的 阻尼 比 改变 符号 ， 即 可 得 以 上 方程 的 解 为 
x(t) =e% [xs 十 tin] (1.88) 
d 


其 中 ,w=w，V1 -0 人。 Ro, 24-7, £20.05, x, =1，w =0， 上 式 的 图 像 如 图 
1.34b 所 示 。 可 见 ， 这 是 一 个 发 散 的 振动 现象 ， 称 之 为 系统 的 动 不 稳 定性 。 
把 方程 式 (1. 87) 变形 为 
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加 
0 
0.5 0 1 


2 3 
时 间 /s 时 间 /s 
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a) b) 


图 1.34 单 自由 度 系 统 的 不 稳定 性 
a) 负 刚性 引起 的 静 不 稳定 性 b) 负 阻尼 引起 的 动 不 稳 定性 

















mX +kx =c% 
形式 上 ， 这 相当 于 一 个 无 阻尼 系统 在 动态 激励 力 cx 作用 下 的 强迫 振动 。 由 于 这 个 
激励 力 依存 于 振动 本 身 ， 所 以 是 一 个 自 激 振动 。 可 见 ， 系 统 具 有 负 阻 尼 是 自 激 振动 
发 生 的 内 在 原因 。 由 此 可 以 推测 ， 因 为 琴 弓 与 琴 艾 之 间 存 在 负 阻 尼 ， 拉 提琴 时 才 会 
把 琴 弓 的 一 部 分 运动 能 量 转 移 为 琴 弦 的 振动 能 量 。 

自 激 振 动 是 一 个 动 不 稳 定 现象 。 需 要 说 明 的 是 ， 在 讨论 动 稳定 问题 时 ， 是 以 静 
稳定 为 前 提 条 件 的 。 换 言 之 ， 对 于 静 不 稳定 系统 来 说 ， 讨 论 动 稳定 问题 没有 意义 。 
关于 稳定 性 问题 ， 通 常 通过 研究 系统 的 特征 值 来 判断 。 如 果 特 征 值 A 是 正 实数 ， 
则 由 wx=e* 可 知 ， 随 着 时 间 的 增加 位 移 呈 现 单 调 增 长 趋势 ， 为 静 不 稳定 ; 当 特 征 值 
和 A 是 负 实数 时 ， 系 统 为 静 稳 定 。 如 果 和 是 复数 ， 则 可 能 涉及 动 不 稳 定 问题 。 把 特征 
值 A 表示 为 A=a+j8B， XE, a 和 8 为 实数 。 如 果 a<0,，B 关 0， 则 为 静 稳 定 动 稳 
定 系统 ; 如 果 a >0,，B 关 0， 则 为 静 稳定 动 不 稳定 系统 。 有 阻尼 或 无 阻尼 的 自由 振 
动 系统 就 是 一 个 典型 的 动 稳定 系统 [ 见 式 (1.23) ] 。 


1.7.2 自 激 振动 的 力学 模型 


目 激 振动 有 多 种 形式 ， 由 于 摩擦 引起 的 自 激 振动 是 最 常见 的 一 种 形式 。 如 图 
1. 35 所 示 为 干 摩擦 引起 的 自 激 振动 的 力学 模型 。 由 质量 和 弹簧 组 成 的 单 自 由 度 系 
统 相当 于 和 雁 弦 ， 与 之 接触 的 传输 带 相当 于 人 琴 号 ， 二 者 之 间 存 在 摩 控 作 用。 假定 除了 
摩擦 力 之 外 ， 在 运动 方向 上 没有 其 他 外 力作 用 在 质量 m 上 。 质 量 对 传输 人 带 的 正 压 
力 为 N， 摩 擦 因数 为 ,传输 带 稳 态 转动 速度 为 一 恒定 值 V. 

首先 ， 我们 来 考查 如 图 1. 19 所 示 的 理想 的 库仑 摩擦 特性 ， 即 摩擦 因数 为 一 定 
值 时 ， 不 存在 静 、 动 摩擦 因数 之 别 的 情况 。 如 果 传 输 带 在 由 静止 状态 到 达 稳 定 运转 
状态 的 起 动 过 程 是 一 个 非常 缓慢 的 准 静 态 的 过 程 ， 则 作用 在 质量 上 的 摩擦 力也 相当 
于 一 个 静态 力 。 即 质量 在 摩擦 力 的 作用 下 随 着 传输 带 一 起 向 右 运动 ， 摩 擦 力 在 与 弹 
簧 恢复 力 保持 平衡 的 状态 下 逐渐 增 大 ; 当 质 量 到 达 位 置 x = Nauk 时 ， 摩擦 力 达 到 
最 大 ; 此 后 ， 质 量 与 传输 带 脱离 ， 发 生 相 对 运动 。 但 是 ,由 于 没有 毅 、 动 摩擦 之 
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别 ， 虽 然 产生 了 相对 运动 ， 摩 擦 力 的 大 
小 保持 不 变 ， 因 此 质量 仍然 保持 在 x = 
Nu 位 置 的 静止 平衡 状态 ,不 发 生 振 
动 。 

如 果 传 输 带 的 起 动 过 程 比较 短暂 ， 
一 个 动态 变化 过 程 ， 则 质量 的 加 速度 a TAR NAR 
不 可 忽略 。 此 时 ， 与 摩擦 力 保持 平衡 的 RENATE 
KERERE, BARED, HAIEN 

mk 十 jx =F (1.89) 

这 里 ， 我 们 假定 在 时 间 i 内， 质量 在 传输 带 的 带动 下 一 起 运动 ， 此 后 二 者 分 离 ; 
并 假定 摩擦 力 的 变化 如 图 1.36 所 示 ， 则 方程 式 (1. 89) 相 当 于 在 1.6 节 所 讨论 的 任 
意 形式 激励 力作 用 下 的 振动 情况 。 

















ERJ 


4N --- 











时 间 : To 时 间 
a) b) 
Kd 1.36 传输 带 的 起 动 过 程 与 摩擦 力 的 变化 
a) 传 输 带 的 起 动 过 程 b) 传 输 带 摩擦 力 的 变化 
我 们 运用 1. 6. 3 节 所 介绍 的 拉 普 拉 斯 变换 法 来 求解 方程 式 (1. 89) 的 解 。 考 虑 
初始 位 移 和 初始 速度 均 为 0 的 条 件 ， 通 过 对 方程 式 (1. 89) 两 边 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 
可 以 求 得 






































1 oo, 
X6) Er) 


男 外， 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 可 以 得 到 如 图 1. 36 所 示 摩 擦 力 的 拉 氏 变换 为 

















Wi) 
tos 
因此 可 得 
X(s) 2-5 giis cet) (1.90) 
ix s? +w 





Rob, a=uN/k, 然后， 利用 以 下 拉 氏 道 变换 公式 
zd 1 E 1. -1 —sT = — — 
L Er. na L (e""F(s)) zf(t-T)u(t—7) 


可 以 求 得 位 移 的 时 间 响 应 为 
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aw, l1. t-t l1. 

x(1) 2— L Lsino,t - 2 - ^5sino, (t-t) u(t to) | (1.91) 
to w, Cn Cn Cn 





0 Sh 
Eh, u 为 单位 阶 路 函数 ，w(1 4) -| TO. B >t DUERI, WA 
x(t) 5a +r sino,(t—h) - sino,t] (1.92) 
相应 的 速度 为 
x(t) - [cose (1 — 1) — cosw,t] (1.93) 


随 着 时 间 的 推移 ，t >>4h，t-- 如 ~:， 可 以 得 到 x(1) ma, x()m0 的 结果 ， 即 质量 
最 终 停 止 于 静态 平衡 位 置 。 A to =2mn/w,(n=1, 2, …) 时 ， 可 以 得 出 x(t) =a, 
a(t) =0， 也 就 是 说 ， 当 5 等 于 系统 的 固有 周期 的 整数 倍 时 ， 质量 一 直 处 于 静态 
平衡 位 置 ， 不 发 生 振动 。 

以 上 讨论 的 是 质量 事先 放 在 传输 带 上 ， 传输 带 由 静止 到 转动 的 情况 。 这 里 ,我 
们 再 来 讨论 另 一 种 情况 : 质量 事先 与 传输 带 不 接触 ,传输 带 以 恒定 速度 VV 运转 ，; 
在 某 时 刻 ， 质 量 突然 与 传输 带 开 始 接 触 。 在 这 种 情况 下 ， 质量 在 传输 带 的 带动 下 以 
速度 VV 向 右 运动 ， 在 x = Nuk 处 二 者 脱离 。 因 此 ， 发 生 的 摩擦 力 仍 然 可 以 用 如 图 
1. 36b 所 示 的 特性 来 表示 ， 式 (1. 92 ) 和 式 (1.93) 所 代表 的 位 移 和 速度 响应 依然 成 
立 ， 只 不 过 此 时 的 六 具有 一 个 确切 的 值 : 

to 2 a/V Zu N/ (kV) 

代入 式 (1. 92) 4X (1.93) ， 并 进行 三 角 函 数 变换 可 得 


(1) 2 2 ina (-5)- i oj- QE m w 世间 
x(t) =a a. sinc, y) sme, j-a a gy CSO 2y 


x(t) = V[coso, [ B 2) - cose, - 2 Vsin Arsino, ( -总 
可 见 ， 这 是 一 个 以 * = a 为 原点 的 简 谐振 动 ， 振 动 频率 即 为 系统 的 固有 频率 。 如 果 
『 了 比较 大 ， 以 至 于 aw,/2V <<1，sin(aw,/2V) aw,/2V， 则 有 


x(t) ~al! -coo, (1 -$) 


x (1) aw, sinw, [ = 5) 
即位 移 的 振幅 不 再 随 V 变 化， 总 是 等 于 a， 而 速度 的 振幅 为 aw, 。 
对 于 一 个 固有 频率 为 100Hz 的 系统 ， 图 1. 37a 描绘 出 不 同 运 转速 度 下 的 质量 的 
位 移 曲 线 ( 单 位 : mm) 。 对 于 了 =5mm/s 和 V=10mm/s 两 种 情况 ， 振 幅 已 经 保持 不 
Z, AFT a WH, a 非常 小 ， 上 述 振 动 是 一 个 微 振幅 振动 。 由 于 在 上 面 的 讨论 
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图 1.37 不 同 运 转速 度 下 的 位 移 (m=1kg, ju 20.25, f, 2 100Hz) 

a) 无 阻尼 时 的 不 同 运 转速 度 下 的 位 移 b) 有 阻尼 时 的 不 同 运转 速度 下 的 位 移 
中 没有 考虑 系统 的 阻尼 ， 因 此 所 得 结果 为 不 衰减 振动 。 图 1.37b 给 出 考虑 到 阻尼 
(阻尼 比 为 0.1) 的 响应 (计算 公式 略 )， 可 见 在 阻尼 作用 下 ， 这 个 微 振幅 振动 会 很 
快 地 衰减 掉 。 

应 该 指出 的 是 ， 在 这 个 振动 模型 中 ， 摩 擦 力 总 是 向 右 ， 其 结果 是 摩擦 力 既 做 正 
功 ， 也 做 负 功 。 由 于 摩擦 力 大 小 不 变 ， 所 以 在 一 个 周期 里 所 做 的 净 功 为 零 ， 即 在 这 
种 情况 下 ， 摩 擦 力 起 不 到 消耗 振动 能 量 的 阻尼 作用 。 

综 上 所 述 ， 对 于 没有 静 、 动 摩擦 之 别 的 理想 库仑 摩擦 力 特 性 来 说 ， 如 图 1.35 
所 示 的 系统 不 会 发 生 自 激 振动 。 

现在 ,我 们 再 来 考查 静摩擦 和 动 摩擦 不 同 的 情况 。 

同样 ,假设 传输 带 以 恒定 速度 VV 转动 ， 质量 m 与 传输 带 之 间 的 相对 速度 为 v= 
IV- ži 。 可 以 近似 地 认为 ， 从 静摩擦 因数 j, 到 动 摩 擦 因数 jy, 的 变化 过 程 与 相 
对 速度 的 大 小 呈 线 性 变化 关系 ， 如 图 1. 38 W u -v 曲线 所 示 。 因 此 ， 作 为 相对 速度 
的 函数 ， 摩 擦 因数 可 以 近似 地 用 式 (1.94) 表 示 ( 其 中 ， 前 、 动 摩擦 因数 的 差 为 Au 
=U, ~Ha) 。 


























从 -一 Au vv, 
= (1.94) 


Ma UU. 
首先 考查 相对 速度 大 于 临界 速度 的 情况 (v >w% )。 此 时 , usu 为 一 常数 ,无 
论 物体 是 向 左 还 是 向 右 运 动 ， 摩 擦 力 的 大 小 都 一 样 ， 始 终 向 右 。 方 程 (1. 89) 可 以 
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图 1.38 摩擦 因数 的 特性 
写 为 
mX *k(x-a)-0 (1.95) 
xX1. 95) 的 一 个 显而易见 的 解 为 x =wa， 即 质量 处 于 静态 平衡 状态 ， 不 发 生 振动 。 
即使 在 某 种 干扰 下 产生 自由 振动 ， 实 际 中 也 会 在 不 可 避免 的 阻尼 作用 下 衰减 下 去 。 
也 就 是 说 ， 对 于 >. 的 情况 ， 不 会 产生 自 激 振动 。 
再 来 考查 相对 速度 小 于 临界 速度 的 情况 (v <o) IERT, 摩擦 因 数 是 相对 速度 
的 函数 。 由 于 物体 向 左 运 动 时 的 相对 速度 大 于 向 右 运 动 时 的 相对 速度 ， 所 以 ， 向 左 
运动 时 的 摩擦 力 小 于 向 右 运 动 时 的 摩擦 力 。 把 式 (1.94) 代 入 式 (1. 89)， 可 得 运动 
方程 为 

















m eve (n, - oa] 
考虑 到 x <V 的 条 件 ， 进 一 步 整 理 为 
二 ME ek - N nu,- as) -o (1.96) 


式 (1.96) 中 ， 速 度 项 “前面 的 系数 为 负 ， 相 当 于 负 的 粘性 阻尼 ， 因 此 ， 该 方程 代 
表 的 是 自 激 振动 的 情况 。 

可 见 ， 在 相对 速度 从 0 增加 到 临界 速度 的 过 程 中 ， 摩 擦 因数 由 大 变 小 的 特性 
ee 
而 使 琴 弦 产生 自 激 振动 ， 时 而 使 其 产生 自由 振动 ， 从 而 具有 丰富 的 表达 力 。 


4 c, 2 NNu/v, ， a, =N au n. Jt. 式 (1.96) 变形 为 
mX —c,x t k(x*a,) =0 (1.97) 
一 步 引 入 变量 y=*+w， 得 


my -cy * ky -0 
假设 c, 满足 欠 阻 尼 的 条 件 ， 方 程 (1. 97) 的 解 为 





-lwo + Yo. 
y(t) = ef m + DEM Tei | 
Cd 


设 初始 条 件 为 ze 20, x, 2V, WA yy san yQ-2V, 于 是 可 得 方程 式 (1. 97) 的 解 为 
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V -low,ar 
x(t) =e (acoso + 7 : sino) 一 Qi (1.98) 
d 


HP, £2o/(2/mk) = NAu/2v,0,m, w20, VA -£, 

作为 一 个 计算 举例 ， 这 里 取信 2 100Hz, m -1kg, N 2 mg -9.8N, u, 20.3, p, 
20.25, v, 20. 002n/s, 了 =0. lm/s， 根 据 式 (1.98) 可 以 绘制 出 物体 的 位 移 响应 ， 
如 图 1.39 所 示 。 可 见 ， 这 是 一 个 振幅 在 短 时 间 里 迅速 增 大 的 不 稳定 响应 。 如 图 
1. 39b 所 示 的 位 移 -速度 曲线 为 一 个 不 断 向 外 扩张 的 轨道 。 
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图 1.39 处 于 自 激 振动 状态 的 振动 响应 
a) 位 移 响 应 b) 位 移 -速度 响应 曲线 

这 里 ,我 们 再 次 从 摩擦 力 所 做 的 功 来 考查 这 个 现象 。 当 物体 向 右 运 动 时 ， 运 动 
方向 与 摩擦 力 同 向 ， 摩 擦 力 做 正 功 ， 设 平均 摩擦 力 为 F* ， 振 幅 为 x,， 则 在 向 右 运 
动 的 两 个 1/4 周期 里 ， 摩 擦 力 做 的 正 功 为 W* —22x,F^; 当 物 体 疝 左 运动 时 ， 运动 
方向 与 摩擦 力 反 向 ， 摩 擦 力 做 负 功 ， 设 此 时 的 平均 摩擦 力 为 f" ， 则 在 问 左 运动 的 
两 个 1/4 周期 里 ， 摩 擦 力 做 的 负 功 为 W- =2x,F" 。 由 于 向 右 运 动 时 相对 速度 变 小 ， 
摩擦 因数 变 大 ; 向 左 运动 时 相对 速度 变 大 ， 摩 擦 因数 变 小 ， 因 而 有 F* >F, WwW 
> WW 。 可 见 ， 在 一 个 周期 里 ， 摩 擦 力 所 做 的 净 功 为 正 ， 即 不 断 向 系统 补充 能 量 ， 
因此 ， 系 统 的 振动 能 量 越 来 越 大 。 

实际 中 ， 随 着 振幅 的 增加 ， 必 然 会 产生 茶 种 非 线性 效应 而 使 振幅 受到 限制 ， 加 
上 不 可 避免 的 阻尼 作用 ， 自 激 振 动 的 振幅 不 会 无 限 增加 ， 位 移 -速度 响应 曲线 最 终 
会 收敛 到 一 个 封闭 的 极限 轨道 (Limit Cycle) 上 来 。 

应 该 指出 的 是 , u-v 曲线 具有 负 的 斜率 特性 并 不 意味 着 肯定 会 发 生 自 激 振动 。 
例如 如 果 等 效 阻尼 系数 很 大 ， 以 至 于 阻尼 比 大 于 1， 则 方程 式 (1. 97) 不 存在 简 谐 振 
动 解 ; 或 者 如 果 V 很 大 ， 总 是 满足 v >w 的 条 件 ， 也 不 会 发 生 自 激 振动 。 

此 外 ， 以 上 的 讨论 隐 舍 了 一 个 假定 ， 即 摩擦 力 始终 向 右 ， 质 量 的 振动 不 受 传输 
带 的 影响 。 事 实 上 ， 随 着 振幅 的 不 断 增加 ， 振 动 速度 也 不 断 增加 ， 总 会 到 达 V， 在 
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这 个 时 候 ， 质 量 将 被 传输 带 再 次 俘获 而 一 起 向 右 和 运动 片刻 ， 然 后 二 者 再 分 离 。 如 此 
周而复始 ， 形 成 一 个 Stick-Slip 交替 出 现 的 振动 现象 。Stick 的 时 间 长 短 与 传输 带 速 
度 、 静 动 摩 擦 力 的 大 小 及 差 值 等 因素 有 关 。 传 输 带 速度 越 快 ，Stick 的 时 间 越 短 ， 
Stick-Slip 的 周期 也 越 短 ( 即 频 率 越 大 ) 。 一 般 来 说 ， 这 个 Stick-Slip 的 最 短 周期 由 系 
统 的 固有 周期 所 决定 。 

Stick-Slip 振动 需要 用 数值 计算 工具 来 求解 。 如 图 1. 40 所 示 为 传输 带 匀 加 速 运 
动 时 ， 用 MSC. Adams 得 到 的 质量 与 传输 带 相 对 速度 的 计算 结 
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图 1.40 质量 与 传输 带 的 相对 速度 ( x -V， 单 位 : m/s) 
1.7.3 工程 上 常见 的 自 激 振动 


这 里 ,我 们 介绍 几 种 常见 的 自 激 振 动 现象 。 

1. 切削 颤 振 

在 利用 车 床 切 前 工件 时 ， 在 某 种 情况 下 会 出 现 剧烈 的 振动 现象 ,使 得 切 前 无 法 
正常 进行 ， TESI SHR ( Chattering) 。 AE) B 858 Bg—^r JE p Ze HT JR. 5 
工件 之 间 的 干 摩擦 而 引起 的 自 激 振 动 。 在 如 图 1.41 所 示 的 模型 中 ,假设 摩擦 因数 
与 相对 速度 有 以 下 关系 














p -a-b(x +Ro) 
其 中 ,RR 为 工件 半径 ，w APER, a. b 为 常数 。 并 设 刀 具 对 工件 的 正 压 力 为 
N， 则 可 得 到 以 下 运动 方程 
mX +cx +kx= - N[a - b(x * Ro) | 
整理 可 得 
mX *(c—-Nb)x * kx - N( -a * bRo) 
可 见 ， 当 c< Nb 时， 阻尼 系数 为 负 ， 系 统 不 稳定 ， 可 能 会 产生 自 激 振动 。 
2. 车 闸 异 声 
汽车 制 动 系统 在 使 用 时 ， 有 时 会 产生 异常 的 噪声 ， 从 而 引起 用 户 的 不 安 或 不 愉 
快 的 感觉 。 典 型 的 有 1kHz 以 上 的 车 闸 高 频 啸 叫 (Squeal) 和 中 低频 的 异 声 ( Groan)， 


“54 . 机 械 振动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 





二 者 均 是 由 于 制 动 盘 与 制 动 块 之 间 的 摩擦 
特性 引起 的 自 激 振 动 现象 ,但 机 理 却 有 所 
不 同 。 

高 频 啸 叫 主要 是 由 于 制 动 盘 的 法 向 振 
动 引 起 摩擦 力 的 变动 。 在 变动 摩擦 力 的 影 
响 下 ， 两 个 分 离 的 振动 模 态 发 生 耦 合 ， 形 
成 不 稳定 的 复 模 态 ， 从 而 引起 不 稳定 的 自 
激 振动 。 在 这 个 现象 中 ， 摩 擦 因数 可 能 
持 不 变 ， 因 此 - v 曲线 具有 负 的 斜率 特性 图 1.41 切削 颤 振 的 力学 模型 
不 是 这 个 现象 发 生 的 必要 条 件 。 高 频 哺 叫 表现 为 1 ~ 10kHz 的 刺耳 噪声 ， 主 要 是 制 
动 盘 本 身 的 高 频 模 态 的 振动 引起 的 。 解 释 这 个 自 激 振动 现象 需要 两 个 自由 度 以 上 的 
力学 模型 ， 在 此 不 予 介绍 。 

另外 一 个 中 低频 的 异 声 问 题 主要 发 生 在 汽车 开始 起 动 时 的 极 低速 状态 。 特 别 是 
对 于 自动 挡车 ， 当 缓慢 放 开 车 闸 踏板 时 ， 在 发 动机 电 动 转 矩 (Creep Torque) 的 作用 
下 ， 汽 车 开始 缓慢 爬行 ， 这 时 可 能 会 听 到 车 闸 发 出 “ 咕 咕 咕 ” 的 叫 声 ( Groan) 。 当 车 
速 加 快 后 ， 这 个 现象 随 之 消失 。 这 是 由 于 制 动 块 与 制 动 盘 之 间 的 摩擦 因数 具有 负 的 
斜率 特性 而 引起 的 自 激 振动 ， 表 现 为 Stick-Slip 交替 出 现 的 振动 现象 。 这 个 振动 经 
过 悬 架 系统 放大 后 传 到 车 身 ， 产 生 50 ~ 400Hz 的 噪声 。 

车 闸 异 声 受 温度 、 湿 度 等 环境 因素 的 影响 较 大 ， 常 常 表现 为 一 个 不 确定 的 现 
象 。 虽 然 这 对 于 制 动 的 功能 没有 影响 ， 但 由 于 增加 了 用 户 的 不 安 或 不 愉快 ， 从 而 成 
为 各 个 汽车 厂家 非常 重视 的 问题 。 也 是 CAE 应 用 的 一 个 重要 领域 。 对 于 高 频 啸 叫 ， 
主要 是 建立 车 闸 系 统 ( 制 动 盘 与 制 动 块 ) 的 有 限 元 模型 ， 通 过 复 固有 值 解析 来 分 析 
系统 的 不 稳定 模 态 。 对 于 低速 异 声 (Groan) ， 主 要 是 建立 包括 车 轮 和 悬 架 系统 在 内 
的 机 构 解 析 模型 ， 通 过 非 线性 计算 直接 求 得 时 域内 的 振动 响应 。 

3. 流体 引起 的 自 激 振动 

处 在 稳定 流动 的 流体 中 的 物体 也 可 能 发 生 自 激 振 动 现象 ， 旗 帜 随 风 啦 啦 作 响 就 
是 一 个 典型 的 例子 。2008 年 初 ， 我 国 南方 发 生 的 罕见 的 雪 害 导致 许多 输电 线路 遗 
到 破坏 ， 其 中 的 一 个 原因 可 能 就 是 由 于 风 引 起 的 高 压 线 的 自 激 振动 。 这 里 ,我们 以 
风 中 的 高 压 线 为 例 来 说 明 流体 引起 的 自 激 振 动 。 

首先 介绍 空气 动力 学 的 基本 知识 。 如 图 1. 42a 所 示 ， 一 个 任意 断面 的 物体 处 于 
稳定 流动 的 风 中 ， 物 体 上 所 受 的 力 一 般 并 不 与 风向 相同 ， 可 以 分 解 为 与 风向 相同 的 
阻力 (Drag) 和 垂直 于 风向 的 扬 力 (Liftt) 。 典 型 的 例子 就 是 飞机 翅膀 ， 其 产生 的 合力 
几乎 与 风向 垂直 ， 使 得 扬 力 最 大 ， 阻 力 最 小 。 

但 是 ， 对 于 圆 断 面 ， 所 产生 的 合力 总 是 与 风向 相同 。 假 定 圆 断 面 的 电线 某 时 刻 
向 下 方 运动 ， 如 图 1. 42b 所 示 。 从 相对 运动 的 角度 ， 相 对 风向 为 斜 向 右上 方 ， 电 线 
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图 1.42 不 同 断 面 的 物体 处 在 稳定 风流 中 所 受 的 力 
a) 断面 一 b) 断面 二 c) 断 面 三 

上 受到 的 流体 作用 力也 在 该 方向 ， 即 有 一 个 向 上 的 分 力 。 这 个 分 力 相 当 于 正 的 阻尼 
力 ， 起 到 衰减 振动 的 作用 ， 所 以 系统 是 稳定 的 。 可 是 ， 如 果 电 线 上 由 于 冻 雪 形成 如 
图 1. 42e 所 示 的 不 规则 形状 ， 斜 上 方 的 相对 风向 则 有 可 能 产生 斜 癌 下 的 合力 ， 即 有 
一 个 向 下 的 分 力 。 这 个 分 力 相 当 于 负 的 阻尼 力 ， 起 到 加 剧 振动 的 作用 ， 这 时 ， 系 统 
不 稳定 ， 产 生 自 激 振动 。 这 种 原理 产生 的 自 激 振动 往往 频率 很 低 (两 个 电线 杆 之 间 
的 电线 的 一 阶 模 态 频率 ) 、 振 幅 很 大 ， 可 能 会 导致 高 压 线 塔 的 倒塌 。 飞 机 在 迎击 角 
较 大 时 产生 的 失速 颤 振 (Stalling Flutter) 也 属于 这 种 情况 。 

相对 于 上 述 极端 情况 ， 更 常见 的 是 由 卡尔 曼 涡 (Karman Vortex ) 引起 的 振动 。 
一 个 直径 为 D 的 圆柱 体 处 在 稳定 风流 中 ， 在 圆柱 体 的 后 方 将 形成 许多 洲 涡 ， 称 为 
卡尔 曼 涡 ( 见 图 1.43) 。 洲 涡 呈 现 规则 的 图 案 ， 并 交 蔡 地 从 两 个 侧面 放出 ， 从 而 在 
物体 上 产生 一 个 垂直 于 风向 的 变动 力 。 实 验 研 究 表明 ， 卡 尔 曼 涡 的 放出 频率 与 风速 
及 圆柱 体 直 径 有 以 下 关系 


















































图 1.43 卡尔 曼 涡 示意 图 
EP, S 为 一 个 无 量 纲 量 ， 称 为 Strouhal 数 ， 对 于 圆 断 面 ，$. = 0.22。 相 应 地 ， 物 
体 受 到 的 横向 动态 力 ( 又 称 卡尔 曼 力 ) 为 
Fx =0. 5C,AV sin(2mft) 
其 中 ，4 为 断面 面积 ，C. 为 卡尔 曼 力 系数 ， 对 于 很 宽 范围 的 雷诺 数 ( Re = 107 ~ 
10), 可取 Ck =1。 
稳定 的 流动 产生 动态 变动 力 ， 因 此 卡尔 曼 涡 现象 可 以 视 为 自 激 振动 现象 。 当 这 
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个 变动 力 的 频率 与 结构 的 固有 频率 相 吻 合 时 ， 将 产生 强烈 的 振动 。 对 于 高 压 电路 来 
说 ， 卡 尔 曼 涡 引起 的 振动 通常 是 高 频 振动 ， 振 幅 较 小 ， 在 电线 上 安装 吸 振 器 是 一 个 
有 效 的 对 策 。 

1940 年 ， 架 设 在 华盛顿 州 Tacoma 峡谷 的 吊桥 在 投入 使 用 4 个 月 后 突然 倒塌 。 
这 一 历史 事件 正好 被 当地 的 一 个 照相 机 店 的 老板 拍摄 了 下 来 。 人 们 可 以 看 到 吊桥 在 
风 的 作用 下 ， 先 是 上 下 弯曲 ， 接 着 是 扭转 ， 振 幅 不 断 增 加 ， 直 至 倒塌 的 震撼 人 心 的 
场面 ( 见 图 1.44) 。 最 初 的 调查 分 析 认 为 ， 这 是 由 卡尔 曼 涡 引起 的 结构 共振 破坏 现 
象 ， 但 是 现在 认为 真正 的 原因 是 由 于 流体 与 结构 耦合 作用 引起 的 自 激 振 劲 ( Aero- 
elastic Flutter) 所 造成 的 。 








图 1.44 Tacoma 大 桥 的 倒塌 
流体 引起 的 自 激 振动 的 另外 一 个 例子 是 正常 飞行 状态 下 飞机 翅膀 的 颤 振 。 其 原 





因 主要 是 机 翅 在 气流 作用 下 ， 弯 曲 振动 与 扭转 振动 发 生 耦 合 而 产生 的 自 激 振动 。 


$25 振动 控制 的 原理 


在 上 一 章 中 ， 我 们 以 一 个 单 自 由 度 系统 为 讨论 对 象 ， 对 机 械 振动 的 基本 原理 和 
分 析 方 法 做 了 立 述 ， 并 且 介 绍 了 几 种 工程 上 常见 的 较为 复杂 的 振动 现象 。 在 这 一 章 
中 ， 我 们 进一步 对 振动 控制 的 方法 和 原理 做 阐述 。 


2.1 振动 控制 技术 的 概要 


从 机 理 来 分 类 ， 振 动 控制 主要 有 以 下 三 大 类 技术 : 降低 共振 振幅 的 阻尼 技术 、 
切断 振动 传递 的 隔 振 技术 和 应 用 动力 吸 振 器 的 吸 振 技术 。 而 在 每 种 技术 中 ， 又 可 以 
从 有 无 外 部 能 源 供给 的 角度 ， 分 类 为 被 动 控 制 的 方法 (Passive Control ) 和 主动 控制 
的 方法 (Active Control) 。 

针对 既 存 的 振动 问题 ， 可 以 应 用 上 述 技术 的 一 种 或 其 复合 技术 来 作为 控制 对 
策 。 当 然 也 可 以 把 上 述 技术 运用 在 产品 设计 阶段 。 事 实 上 ， 在 产品 设计 阶段 ， 通 过 
CAE 技术 对 结构 进行 修改 和 优化 以 降低 对 外 界 激励 的 响应 是 最 为 有 效 的 振动 控制 
方法 。 因 为 这 种 方法 可 以 从 源头 上 避免 振动 问题 ， 有 可 能 带 来 质量 减轻 、 成 本 降低 
的 额外 好 处 。 

如 图 2.1 所 示 为 单单 197 
自由 度 系 统 的 频率 响应 曲 
线 。 该 系统 的 固有 频率 为 
4. 1Hz， 如 果 外 界 激励 力 刚 


























好 在 4Hz 附近 ， 则 可 能 引 $ 
起 剧烈 共振 。 这 时 ， 可 以 m 
g 


通过 增加 刚性 或 质量 使 得 
固有 频率 避 开 激励 力 频 率 ， 
也 可 以 增加 阻尼 来 抑制 共 
振 。 但 是 ， 简 单 地 增加 质 频率 /Hz 
量 会 导致 成 本 和 能 耗 增加 ， 
在 产品 设计 中 应 尽量 避免 。 

作为 事后 对 策 ， 阻 尼 技 术 是 减 振 降 噪 的 有 效 方法 。 由 于 一 般 金属 材料 的 内 部 阻 
尼 非 常 小 ， 对 其 表面 进行 阻尼 处 理 ， 可 以 提高 整个 结构 的 阻尼 系数 。 常 用 的 阻尼 处 
理 方法 是 在 金属 表面 贴 上 一 层 粘 弹 性 材料 ， 这 种 方法 称 为 自由 阻尼 层 处 理 。 当 结构 























图 2.1 单 自由 度 系统 的 频率 响应 曲线 
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振动 时 ， 粘 弹性 材料 发 生 弯 曲 变形 ， 由 材料 内 部 的 摩擦 作 用 把 一 部 分 振动 能 量 转化 
为 热能 而 消耗 掉 。 吃 外 一 种 方法 是 把 粘 弹 性 材料 粘贴 在 两 个 薄板 之 间 ， 形 成 一 种 三 
明治 结构 ， 这 种 方法 称 为 约束 阻尼 层 处理 。 这 时 ， 主 要 是 通过 粘 弹性 材料 的 剪 切 变 
形 来 消耗 振动 能 量 。 上 一 章 中 的 图 1. 13 所 示 的 结果 就 是 一 个 约束 阻尼 层 处 理 的 例 
子 。 具 体 来 说 ， 在 0. 8mm 厚 的 两 个 铝 合 金 薄板 之 间 粘 贴 上 一 层 包 装 箱 纸 材 料 ， 从 
而 达到 了 减 振 降 噪 的 效果 。 之 所 以 选用 包装 箱 纸 材料 ， 是 为 了 降低 成 本 、 减 少 质 


Æo 








隔 振 措施 主要 是 为 了 切断 振动 能 量 的 传播 途径 。 精 密 仪 器 的 隔 振 台 就 是 为 了 不 
让 周围 环境 的 振动 传 到 仪器 上 来 。 相 反 ， 发 动机 的 橡胶 座 热 则 是 为 了 不 让 发 动机 的 
振动 传 到 车 号 上 去 。 常 用 的 隔 振 元 件 有 板 得 、 卷 簧 、 橡 胶 垫 、 空 气 弹 得 等 。 

动力 吸 振 器 也 是 常用 的 振动 控制 方法 。 在 原 有 系统 上 安装 一 个 由 质量 - 弹 签 - 阻 
尼 元 件 组 成 的 附加 振动 系统 ( 子 系统 )， 适 当地 调节 子 系统 的 固有 频率 及 其 阻尼 特 
性 ， 可 以 大 大 降低 原 有 系统 在 该 频率 处 的 振动 。 这 种 把 原 有 系统 的 振动 能 量 转 移 到 
子 系统 中 并 消耗 掉 的 吸 振 手 段 是 控制 单 频 或 罕 带 振动 的 有 效 方法 。 

在 本 章 中 ， 将 着 重 阐述 隔 振 、 吸 振 技术 的 基本 原理 ， 并 对 主动 控制 技术 做 介 
ZH 
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2.2 隔 振 技术 的 原理 


2.2.1 隔离 机 器 向 基础 结构 的 振动 传递 (设备 隔 振 ) 


首先 来 讨论 避免 机 器 的 振动 向 周围 传播 的 情况 。 这 种 情况 的 最 简单 模型 仍然 可 
以 沿用 上 一 章 中 所 讨论 的 单 自由 度 振动 系统 ， 如 图 2. 2 所 示 。 在 这 里 ， 振 动 的 机 絮 
被 简化 成 一 个 刚体 质量 ， 它 与 固定 不 动 的 基础 结构 之 间 的 结合 被 简化 为 一 个 弹簧 和 
阻尼 元 件 。 当 弹簧 刚性 无 限 大 时 ， 即 相当 于 物体 被 固定 在 基础 结构 上 的 情况 。 

考虑 机 器 在 正弦 激励 力 FO) = Fosinwt 作用 下 的 强迫 振 F-Rysinct 
动 。 这 个 激励 力 可 以 来 自 外 界 ， 也 可 能 产生 于 机 顺 内 部 ， 如 
旋转 部 件 的 偏心 所 引起 的 作用 力 。 而 机 器 对 基础 结构 (如 地 
面 ) 的 作用 力 为 从 弹簧 元 件 传 来 的 作用 力 和 从 阻尼 元 件 传 来 的 
TERI, F, SF, € FF. 

由 1.3.3 节 的 结果 可 知 ， 机 器 的 稳 态 振动 响应 为 

x = Xsin(wt — y) (2.1) 

其 中 ， 幅 频 特 性 和 相 频 特性 分 别 为 

X. , V = arctan MB (2.2) 
(1-8)* « 4B Lap 

















图 2.2 隔 振 的 单 
自由 度 振动 模型 
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: Fy c 

RH, Xg B5 o= To 
于 是 ， 传 到 基础 结构 上 的 力 为 
F, =kx +cx =kXsin(wt—y) 4 coXcos( wt—y) 
=X VF + (co)! sin(wt -Y +0) 

其 中 ，0 = arctan(cw/k) = arctan (248) 。 将 式 (2.2) 代 入 上 式 并 整理 ， 可 得 

v1 + (278) 
(1-8) + (248) 
如 果 用 F,, 表 示 上 述 传 递 力 的 幅 值 ， 则 有 以 下 关系 


Pu VIOE 
m = - (2.4) 
» (7B + QIBY 

上 式 代表 激励 力 传递 到 基础 结构 上 去 的 比率 ， 称 为 力 的 传递 率 。 也 容易 得 出， 传递 


到 基础 结构 上 的 力 与 激励 力 之 间 的 相位 差 为 
Q =0 - y = arctan(2ZB) -arctan E (2. 5) 
如 图 2. 3 所 示 为 根据 以 上 0 








F, =F, 


t 


sin( «t -y 4 0) (2.3) 



























































结果 绘制 的 振动 传递 曲线 。 XX N 
里 ， 我 们 讨论 下 列 情 况 。 = > 
1) 机 器 与 基础 结构 之 间 刚 “至 
性 结合 的 情况 。 在 这 种 情况 ki 0.5 10 L5 20 25 3.0 
下 ， 相 当 于 图 2. 2 中 的 弹簧 刚 m 
性 为 无 穷 大 ,因此 有 o, = 10' 
Vk/m = e, B = w/w, - 0, £-0.05 
,AF, =1， 即 振动 传递 率 的 £-02 
幅 值 为 1。 也 就 是 说 ， 作 用 在 ool t-o5 
机 器 上 的 激励 力 100% 地 传递 | 
到 了 基础 结构 上 。 事实 上 ， 这 
时 的 振动 传递 问题 已 经 变 成 一 Su. 
个 单纯 的 静态 力 的 传递 问题 ， ”10 
与 人 们 的 直 感 较 易 吻合 ， 因 此 A 
容易 理解 。 
2) 机 器 发 生 共 振 的 情况 。 图 2.3 单 自 由 度 振动 系统 的 力 的 传递 率 
如 果 弹 性 支撑 的 刚性 恰好 使 得 a) 相 频 特性 D) 幅 频 特性 


物体 在 激励 力 的 作用 下 产生 共振 ， 则 传递 到 基础 结构 上 的 力 远 远 大 于 激励 力 本 身 的 
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幅 值 。 这 时 ， 非 但 起 不 到 隔 振 的 效果 ， 反 而 使 得 问题 恶化 。 这 是 隔 振 设 计 最 应 避免 
的 情况 。 

3 ) 激 励 力 频率 为 固有 频率 的 v2 倍 以 上 的 情况 。 由 式 (2.4) 可 知 ， 当 B = e/o, = 
~2 时 ， 振 动 传递 率 的 幅 值 为 1;， 而 对 于 B6 > 的 情况 ， 则 振动 传递 率 的 幅 值 小 于 1。 
这 时 ， 传 递 到 基础 结构 上 的 力 小 于 激励 力 ， 也 就 是 说 ， 隔 振 效果 才 得 以 体现 。 因 
此 ， 所 谓 隔 振 设计 ， 就 是 选择 适当 的 柔性 支撑 把 机 顺 与 基础 结构 相 结合 ， 构 成 一 个 
低频 振动 系统 ， 使 得 机 器 工作 在 远 远 大 于 该 系统 的 固有 频率 的 领域 。 

4) 阻 尼 对 隅 振 效果 的 影响 。 一 方面 ， 由 图 2.3 可 见 ， 在 共振 区 域 ， 增 加 弹性 
支撑 的 阻尼 ， 可 以 有 效 地 抑制 振动 传递 率 的 增加 ; 另 一 方面 , TE B > 内 的 隔 振 领 
域 ， 增 加 阻尼 反而 会 降低 隔 振 效果 。 因 此 ， 阻 尼 在 隔 振 系 统 中 的 作用 具有 两 重 性 ， 
需要 慎重 考虑 。 一 般 来 说 ， 防 止 共振 时 的 大 幅 恶化 更 为 重要 ， 适 当 的 阻尼 对 于 隅 振 
系统 来 说 必 不 可 少 。 


2.2.2 隔离 基础 结构 向 机 器 的 振动 传递 (设备 免 振 ) 


本 市 我 们 来 讨论 避免 基础 结构 的 振动 向 机 絮 传 递 的 情况 。 在 这 里 ,假定 基础 结 
构 ( 如 地 面 ) 作 简 谐 强制 振动 ， 其 位 移 为 u = Usinw;， 如 图 2.4 所 示 。 我 们 来 考虑 这 
个 振动 向 物体 的 传递 。 这 个 模型 虽然 与 单 自由 度 系统 有 所 不 同 ， 但 仍然 可 以 用 单 自 
由 度 系 统 的 方法 来 分 析 。 系 统 的 运动 方程 为 


mx *c(x -u)-*k(x-u) =0 (2.6) 














变形 为 
ma 6x + kx eie + ku = cwUcoswt + kÜsinot 
- Asin( wt +0) (2. 7) 
其 中 , AU Vcw) ?+h = Uk V1 (278), 0 = arctan 
(cw/k) = arctan( 2B) 。 

式 (2.7) 与 单 自 由 度 系统 强迫 振动 的 运动 方程 式 
(1.28) 等 价 。 参 照 式 (1.30) ， 式 (2.7) 的 稳 态 形式 的 振动 解 为 
v1 + (ZB) 
(1-8) + (248)? 
WRH X, 表示 上 述 位 移 的 幅 值 ， 则 有 以 下 关系 

X, — Jl (B): (2.9) 





图 2.4 设备 免 振 的 
振动 系统 模型 











x-U 





sin( «t — yr 4 0) (2. 8) 








U /(1-B)! « 248) 
上 式 代表 基础 振动 传递 到 设备 上 去 的 比率 ， 称 为 位 移 传递 率 。 设 备 的 振动 与 基础 结 
构 的 振动 之 间 的 相位 差 为 
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Q =0 - y = arctan(2ZB) -arctan Tn. (2. 10) 

可 见 ， 位 移 传递 率 的 式 (2. 9) 与 力 传递 率 的 式 (2.4) 形 式 完 全 相同 。 因 此 ， 在 

上 一 节 中 所 进行 的 有 关 设 备 隔 振 的 讨论 ( 见 图 2. 3 ) 也 完全 适用 于 本 节 的 设备 免 振 的 
情况 。 


2.2.3 考虑 到 基础 结构 动 特性 的 隔 振 问 题 


在 前 面 的 讨论 中 ， 基 础 结构 要 么 被 认为 固定 不 动 ， 要 么 被 认为 做 强制 运动 。 
这 意味 着 基础 结构 被 当 作 刚体 看 待 。 这 种 近似 在 很 多 实际 情况 中 是 合理 的 ， 例 如 
对 于 安装 在 地 板 上 的 机 器 设备 来 说 ， 与 基础 结构 (大 地 ) 相 比 ， 其 质量 很 小 ， 基 
础 结构 可 以 看 作为 具有 无 限 大 质量 的 刚体 。 但 是 ， 在 有 些 情况 下 ， 这 种 假设 就 不 
成 立 。 例 如 300kg 的 汽车 发 动机 安装 在 1000kg 的 车 体 上 ， 把 车 体 当 作 刚 体 看 待 
MARR, 对 于 安装 在 船体 上 的 大 型 柴油 发 动机 和 安装 在 机 翅 下 的 飞机 发 动机 
来 说 ， 发 动机 的 质量 远大 于 安装 部 位 本 体 结构 的 质量 ， 这 时 把 支持 结构 当 作 刚体 
明显 不 合理 。 

本 节 来 讨论 考虑 到 支持 结构 动 特 性 的 隔 振 问题 。 
这 是 一 个 很 复杂 的 问题 ， 为 了 简单 ， 我 们 把 支持 结构 
简化 为 一 个 由 质量 M 和 弹簧 天 组 成 的 系统 。 这 样 ， 整 
个 振动 系统 可 以 用 一 个 二 自由 度 系统 来 建 模 ， 如 图 
2.5 所 示 。 

在 前 面 各 章节 中 ， 我 们 仅 限 于 对 单 自 由 度 系 统 的 
讨论 。 在 此 ， 首 次 引入 二 自由 度 振动 系统 。 对 于 二 自 
由 度 或 多 自由 度 来 说 ， 可 以 对 每 个 质点 列 出 其 动力 平 
衡 方 程 ， 然 后 联 立 起 来 ， 即 可 得 到 整个 系统 的 运动 方 
程 。 对 于 如 图 2.5 所 示 的 系统 ， 其 运动 方程 为 









































图 2.5 二 自由 度 系统 











振动 模型 


mx, +ce(x — x3) +h(x -x,) =F(t) 
" E (2. 11) 
Mx, +Kx, +c(x — x4) *tk(x, —x,) 20 
对 于 设备 隔 振 的 情况 ， 我 们 所 关心 的 是 基础 结构 的 振动 以 及 传递 到 其 上 的 力 。 
为 了 求解 方便 ， 运 用 1.2 节 所 介绍 的 复 指 数 的 表达 方法 ， 设 激励 力 F(t) = Fe", 
位 移 啊 应 分 别 为 x xu e". x, x, 0, XXH, x. xn 可 能 是 复数 。 代 入 式 
(2. 11) 整 理 





( - mo? + joc tk)x,, 一 (jwe + kh) a =F 
- (kjoc)x,, + (k +K - Mo? *joc)x,, 20 
求解 ， 可 得 
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(k +K - Mo). +jwc) F, 
(k -ma * joc) (k +K - Mo? +jwc) - (k + joc)? 
(k  joc) F, 
(k — mo? * joc) (k +K - Mo? +joc) - (k  joc)? 
传递 到 基础 结构 M 上 去 的 力 的 大 小 为 
Kad Gu x) ktjwe) | 21x x) VE +l) 
将 式 (2. 12) 代 和 人 并 整理 ， 可 得 


F =F o», + (2£e0, )^ (2 13) 
tm ^ ^70 2 2 2 2 E 
[io P sui] e nm (1 1) 
m e, -w m m wa -w 


HP, wp = Vim 为 设备 系统 单独 的 固有 频率 ，ww = VK/M 为 基础 结构 单独 的 固有 
频率 ,上 = c/(2vmk) 为 阻尼 比 , = m/M 为 质量 比 。 进 一 步 引入 无 量 纲 参数 B = 
w/w@,，Y =w,/ww， 可 得 力 的 传递 率 为 


"Re 1 + (2£B) SED (2.14) 
F, (1 -g- Rr | le | 


XQ. 14) 与 式 (2.4) 形 式 相似 ， 只 是 分 母 中 多 了 一 个 jyB /A(l1 -YB ) 的 项 。 
当 yB =1， 即 w=ww 时 ， 式 (2.14) 的 分 母 为 无 限 大 ， 力 传递 率 为 0， 在 其 曲线 上 
产生 一 个 下 四 (notch)。 ZE y! »»1, Bll wo >> o, 的 领域 , uy [P/(1- y.) u, 
式 (2. 14) 可 以 近似 为 





Xim = 


(2.12) 





Xom = 
































Ze j 1 + OB)" 
(1 -B +u)? - [228(1 +u) ] 
T M 情况 , w <<1， 上 式 与 式 (2.4) fr, B >v2 为 隔 振 领域 。 

以 上 把 基础 结构 用 一 个 质量 弹簧 系统 来 代表 ,显然 大 大 简化 了 实际 结构 的 复杂 
性 。 但 即使 是 这 种 简单 的 模型 ， 参 数 M、K 也 并 不 容易 给 出 。 为 了 考虑 更 为 一 般 的 
情况 ， 引 入 阻抗 的 概念 。 一 个 动态 激励 力作 用 在 结构 上 ， 在 作用 点 产生 的 位 移 
响应 为 x， 则 该 点 的 机 械 阻 抗 (Impedance) 定 义 为 

Z-F/x (2.15) 

Z 一 般 为 复数 。 对 于 参数 未 知 的 基础 结构 ， 可 以 测量 到 设备 
安装 位 置 的 阻抗 ， 建 立 如 图 2. 6 所 示 的 模型 。 于 是 ， 可 以 得 
到 下 列 方程 


( -mw +jwc 4 k)x,, — (joc +k) x4, = Fo 

















2.16 ETE 
tios te es (2.16) 图 2.6 用 阻抗 代表 基 


求解 这 个 联 立 方程 ， 可 得 础 结构 的 振动 模型 
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F, 


zi | zma 
jeoc +k 


由 于 传递 到 基础 结构 上 去 的 力 的 幅 值 为 





Xon = 











Fs = | AX» | 
将 xx 的 表达 式 代 入 ， 可 得 力 的 传递 率 为 
r- Z (2.17) 
F, mo 2 
zi mr ) — m 
joc +k 








2.2.4 常见 的 隔 振 元 件 


在 本 节 中 ， 我们 对 和 常见 的 隔 振 元 件 的 特征 及 其 模型 化 方法 做 介绍 。 

1. 金属 弹簧 

卷 千 是 金属 弹 自 最 常见 的 形式 ， 可 以 承受 压缩 、 拉 伸 以 及 扭转 载荷 。 在 隔 振 系 
统 中 ， 主 要 使 用 压缩 弹 壬 。 卷 纂 的 特点 是 线性 性 能 好 ， 制 造 和 维护 成 本 低 。 轿 车 的 
甚 架 系 统 大 多 使 用 卷 簧 ， 载 货 汽车 则 多 用 板 簧 。 一 般 的 卷 簧 由 等 直径 的 钢 线 按 等 螺 
距 制 造 而 成 ， 其 刚性 系数 (N/m) 可 以 简单 地 由 下 式 算出 
_ Gd 
8ND' 

式 中 G 一 一 材料 的 弹性 模 量 ( N/m ) ; 
N 一 一 弹簧 卷 数 ; 
d— —£&2X HE (m) ; 
D— ŽA MHE (m) 。 

在 CAE 建 模 中 ,通常 将 其 质量 均 分 在 两 个 节点 上 ， 用 线性 弹 得 元 素 ( Scalar 
Spring) 来 表现 其 刚性 。 在 精度 要 求 较 高 的 情况 下 ， 则 需要 建立 详细 表现 弹簧 形状 
的 有 限 元 模型 。 

2. "^U SE 

zx UE EE FEET a e za, s a e cds ELSE S p oe eB Pr 
振 等 ;有 些 高 级 轿车 也 在 悬 架 系 统 中 采用 空气 弹簧 ; 日 本 的 高 速 列 车 (新 干线 ) 也 
采用 空气 弹簧 悬 架 系 统 来 增加 运行 舒适 性 。 其 实 ， 汽 车 轮胎 就 是 一 种 最 常见 的 空气 
SE 

图 2.7 所 示 为 空气 弹簧 的 示意 图 。 由 人 工 橡 胶 制 成 的 气 澡 与 上 、 下 底座 相 接 ， 
内 部 充满 高 压 空气 ， 通 过 调节 空气 压力 ， 可 以 直接 改变 弹簧 的 刚性 。 空 气 弹 簧 的 优 
点 就 是 很 容易 调节 弹 短 的 刚性 ， 以 满足 对 隔 振 性 能 的 要 求 。 

空气 弹 往 的 刚性 可 以 由 下 式 算 出 











k 
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Tipo Ao yAo Cp, * 1) 

"NA 只 

其 中 , p 为 内 部 压力 ，D, ANEA NA 
径 ，4, 为 有 效 负载 面积 (4, = mD,/4) , V, 
为 内 部 空间 的 容积 ，N DAHER BE CREE JC 
(图 2.7 F, N=2), 为 反映 空气 变化 状 
态 的 常数 。 对 于 静态 问题 ， 内 部 空气 与 橡 
胶皮 之 间 有 充分 的 时 间 进 行 热 交 换 ， 可 以 
当 作 等 温 状 态 ， 此 时 y = 1; 对 于 动态 问 


k 























题 ， 内 部 空气 的 压缩 与 扩张 变化 时 间 短 暂 ， | 
与 橡胶 皮 之 间 没 有 充分 的 时 间 进 行 热 交换 ， 可 以 当 作 绝热 变化 状态 ， 此 时 y =1. 4。 


在 CAE 建 模 中 ， 可 以 把 上 、 下 底座 的 质量 分 散 到 被 结合 的 结构 中 去 ， 而 仅 用 
线性 弹 自 元 素 (Scalar Spring ) 来 表现 其 刚性 。 

3. 橡胶 执 

橡胶 垫 也 许 是 最 常用 的 隔 振 元 件 。 例 如 汽车 发 动机 的 弹性 支承 (Engine 
Mount) 、 悬 架 系 统 与 车 体 结合 的 各 种 衬 套 ( Bushing) 、 高 架 公 路 与 桥墩 的 结合 部 所 
用 的 坐垫 、 高 楼 地 基 免 振 处 理 所 用 的 积 层 橡胶 垫 等 。 

橡胶 是 一 种 超 弹 性 (Hyperelasticity ) 材料 ， 
具有 不 可 压缩 性 (Incompressibility ) ， 其 泊 松 比 
接近 于 0.5。 图 2.8 所 示 为 橡胶 材料 的 典型 应 
力 -应 变 关系 曲线 ， 属 于 弹性 材料 ， 但 具有 很 强 
的 非 线 性 。 

在 非 线 性 有 限 元 静 力 分 析 中 ,通常 用 应 变 " 
能 ( Strain Energy Potential ) 的 多 项 式 模 型 来 表现 
超 弹 性 材料 的 非 线 性 特征 ， 例 如 Mooney-Rivlin 
模型 、0gden 模型 等 。 这 些 模型 中 的 参数 可 以 
通过 单 轴 拉 伸 实 验 、 双 轴 拉 伸 实 验 等 材料 实验 来 决定 。 如 果 不 易 做 材料 实验 (如 受 
设备 、 试 样 准备 的 限制 ) ， 也 可 以 直接 测量 整个 橡胶 部 件 的 载荷 -变形 曲线 ， 然 后 用 
有 限 元 方法 来 进行 同样 的 数值 实验 ， 通 过 对 比 计算 得 来 的 载荷 -变形 曲线 与 相应 的 
测量 结果 ， 以 定 出 材料 模型 中 的 参数 来 。 作 为 举例 ， 图 2. 9a 为 一 实际 测量 到 的 橡 
胶 垫 的 载荷 -变形 曲线 ， 图 2. 9b 为 与 实际 实验 条 件 相近 的 数值 实验 的 有 限 元 模型 。 
通过 夹具 对 橡胶 垫 加 载 ， 计 算出 橡胶 热 的 变形 和 夹具 所 受 的 反 力 ， 再 与 图 2. 9a 相 
比较 ， 以 确定 适当 的 材料 参数 。 

当 橡 胶 垫 受到 动态 载荷 作用 时 ， 所 表现 出 来 的 刚性 以 及 阻尼 特性 还 会 随 着 加 载 
频率 的 变化 而 发 生变 化 。 一 般 来 说 ， 橡 胶 的 动 刚性 比 静 刚 性 要 大 ， 所 以 在 动态 分 析 


应 力 








图 2.8 典型 橡胶 材料 的 静态 
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图 2.9 某 橡胶 垫 特性 曲线 以 及 数值 实验 模型 
a) 橡胶 垫 的 载荷 -变形 曲线 b) 数 值 实验 的 有 限 元 模型 
时 ， 会 遇 到 如 何 处 理 橡胶 的 特性 随 频率 变化 的 非 线性 问题 。 通 过 加 振 实验 ， 可 以 测 
量 到 橡胶 垫 的 动态 性 能 曲线 。 设 动态 激励 力 为 玉 ， 位 移 为 x， 则 可 得 到 动 刚 性 为 K。 
=Ax。 通 党 ， 这 是 一 个 复数 ， 用 实 部 和 虚 部 表示 为 
K.(o) = 天 (w) *jH(o) (2.18) 
实 部 代表 激励 力 与 位 移 响应 同 相 的 部 分 ， 虚 部 代表 激励 力 与 位 移 响应 成 90° 相 位 差 
的 部 分 。 由 1.4.2 市 的 讨论 可 知 ， 前 者 在 一 个 周期 里 所 做 的 功 为 0， 对 应 于 能 量 的 
储藏 与 释放 ; 而 后 者 在 一 个 周期 里 所 做 的 功 不 为 0， 对 应 于 由 于 内 摩擦 消耗 掉 的 能 
量 (转化 为 热能 ) 。 因 此 ， 式 (2.18) 中, K 代表 橡胶 的 刚性 ， 五 则 反映 了 橡 胺 的 阻 
尼 特 性 。 式 (2. 18) 可 以 进一步 写成 
K.(w) 2 K(o) (1 jh) (2.19) 
其 中 ,hh=H(Cw)/K(w) 称 为 橡胶 的 损耗 因子 (Loss Factor) 。 
在 线性 动力 学 分 析 中 ， 作为 简化 ， a FH PE USE TO ZR (Scalar Spring) KRMH 
胶 垫 的 刚性 及 其 阻尼 特性 ， 如 图 2. 10a 所 示 ( Voight 模型 ) 。 这 时 ， 只 能 用 某 个 代表 
频率 上 的 刚性 和 损耗 因子 来 代表 橡胶 垫 的 特性 。 如 果 已 知 静 刚性 ， 则 可 以 用 静 刚 性 
的 1.5~2 倍 来 近似 代表 动 刚 性 值 。 在 大 约 200Hz 以 下 ， 这 种 简化 模型 有 一 定 的 可 


































































































靠 性 ， 因 为 在 这 个 频率 范围 内 ， 橡 胶 特 性 随 频 率 的 变动 往往 不 是 很 大 。 
| 
l 
a) b) 


图 2. 10 橡胶 材料 的 模型 化 
a) Voight 模型 b)Maxwell 模型 
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更 为 复杂 的 模型 化 方法 则 是 利用 如 图 2. 10b 所 示 的 Maxwell 模型 来 近似 表现 橡 
胶 随 频率 及 温度 变化 的 动 特性 。 

4. 发 动机 液压 悬 置 ( Hydraulic Engine Mount) 

发 动机 悬 置 (Engine Mount) 对 汽车 NVH( 噪 声 、 振 动 及 不 平顺 性 ) 性 能 具有 重 
要 影响 。 一 方面 ， 对 于 发 动机 燃烧 引起 的 振动 噪声 (如 仍 速 振 劲 ) ， 发 动机 悬 置 应 
具有 良好 的 隔 振作 用 ， 即 刚性 和 阻尼 要 小 ; 另 一 方面 ， 对 于 轮胎 高 速 转 劲 (车速 为 
70 ~ 80km/h 时 ) 引 起 的 发 动机 晃动 (Engine Shake) ， 则 要 求 发 动机 的 共振 幅度 要 
小 ， 即 悬 置 的 刚性 和 阻尼 要 大 。 

对 于 这 种 矛盾 的 要 求 ， 传 统 的 橡胶 
ÆA (Rubber Engine Mount ) 很 难 达到 设 
计 要 求 ， 而 液压 莽 置 就 是 针对 这 样 的 要 
求 开 发 出 来 的 。 图 2. 11 为 液压 甚 置 断 
面 示意 图 。 液 压 悬 置 的 本 体 仍 以 橡胶 为 
E, 其 内 部 有 两 个 空 腔 ， 充满 液体 ( 通 
常 为 水 加 上 防冻 剂 )。 两 个 腔 体 之 间 由 
称 为 惯性 通道 (Inertia Track ) 85 BH JE FL 
(Orifice) 相 连 。 当 发 动机 在 外 界 激励 下 
发 生 共振 时 (Shake 问题 ) ， 液 体 沿 着 惯 图 2. 11 液压 巧 置 断 面 示 意图 
性 通道 的 运动 会 产生 很 强 的 动 刚 性 和 阻尼 作用 ， 从 而 起 到 降低 发 动机 振幅 的 作用 。 
而 对 于 发 动机 本 身 产生 的 高 频 振动 (发 动机 刚体 振动 模 态 以 上 的 频率 )， 解 而 器 
( Decoupler) 发 挥 作 用 ， 两 个 空 腔 间 的 液体 流动 直接 经 过 解 耦 器 ， 惯 性 通道 被 短路 。 
此 时 ， 刚 性 仅 为 橡胶 本 体 的 刚性 ， 阻 尼 作 用 仅 剩 下 橡胶 的 内 摩 掠 作用 ， 从 而 不 至 于 
引起 隔 振 性 能 的 恶化 。 解 耦 器 的 设计 与 制造 比较 续 密 ， 早 期 的 液压 悬 置 并 不 具有 解 
耦 器 功能 。 
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与 橡胶 相 比 ， 液 压 悬 置 具 有 更 强 的 非 线性 。 图 2. 12 所 示 为 一 个 无 解 耦 器 的 液 
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图 2.12 一 个 发 动机 液压 悬 置 在 不 同 加 振 振幅 下 的 特性 曲线 
a) 刚性 -频率 特性 曲线 b) 阻尼- 频率 特性 曲线 
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压 悬 置 的 特性 曲线 ， 其 刚性 和 阻尼 随 着 振幅 和 频率 而 变动 。 在 有 限 元 分 析 模 型 中 ， 
如 何 考虑 到 液压 悬 置 的 这 种 非 线性 特性 是 一 个 困难 的 课题 。 在 线性 动力 学 分 析 中 ， 
可 以 用 Maxwell 模型 建立 近似 的 随 频 率 变化 的 有 限 元 模型 ， 但 无 法 表现 随 振幅 变化 
的 特性 。 这 种 方法 只 能 用 于 振幅 已 知 而 且 一 定 的 情况 。 在 非 线性 机 构 解 析 中 ， 则 可 
以 根据 液压 悬 置 的 力学 分 析 来 建立 相应 的 物理 模型 ， 此 处 不 做 详细 介绍 。 





2.3 ”动力 吸 振 器 的 原理 


动力 吸 振 器 ( Dynamic Vibration Absorber, DVA) 是 一 个 安装 在 主 振动 系统 上 的 
子 振动 系统 。 通 过 适当 地 调节 子 系统 的 振动 特性 ， 把 
主 系统 的 振动 能 量 转移 到 子 系统 上 去 ， 并 消耗 在 其 中 
的 阻尼 环节 上 。 图 2. 13 为 常用 的 研究 动力 吸 振 需 的 
二 自由 度 振 动 模型 。 其 中 ， 作 为 振动 控制 对 象 的 主 系 
统 由 质量 M USES 组 成 ,其 固有 振动 角 频 率 为 0, 
= VKAM。 这 里 ,为 了 简单 ， 我 们 暂 不 考虑 主 系统 的 
阻尼 。 动 力 吸 振 器 是 由 质量 m、 弹 得 以及 阻尼 < 所 
组 成 的 一 个 附加 的 振动 系统 ， 通 常 m <<M， 其 固有 振 。” 图 2.13 动力 吸 振 器 的 
动 角 频率 为 w, = Vk/m。 二 自由 度 振动 模型 


2.3.1 动力 吸 振 器 设计 的 定点 理论 


1928 年 ，Ormondroyd 和 Den Hartog 提出 了 利用 动力 吸 振 器 的 阻尼 作用 降低 主 
振动 系 振幅 的 动力 吸 振 右 的 设计 思想 ， 并 指出 了 最 优 阻 尼 的 存在 。 在 此 基础 之 上 ， 
Hahnkamm 利用 振幅 曲线 上 存在 两 个 不 受阻 尼 大 小 影响 的 定点 现象 ， 推 导出 了 动力 
吸 振 器 的 最 优 同调 频率 ，Brock 随后 推导 出 了 最 优 阻尼 的 关系 。 这 就 是 现在 广 为 人 
知 的 动力 吸 振 器 设计 的 定点 理论 。 为 了 便于 参考 ， 本 节 对 这 个 理论 做 详细 介绍 。 

图 2. 13 所 示 的 二 自由 度 系统 的 振动 由 以 下 运动 方程 决定 


Mx, +ce(x x,) + Kx, +k% -3,) =F 























T . . (2.20) 
mx, tc(x,— x,) *k(x, -x,) 20 
考虑 简 谐 激励 力 的 情况 ，F(i) = me”， 则 响应 可 以 表示 为 


jot 
x,-X,e",  x,-2X,e 


代入 式 (2.20) ， 可 以 推导 出 


X, 





B - mo? +jwc +k 
( - Mo * joc +K +k)( - mo * joc +k) - (joc +k)’ 





Fo 
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进一步 应 用 | -下 十 生 的 关系 ,可 以 推出 主 振动 系 的 振幅 为 
XI -| (上 mo ) + (wc) E 
: [CK - Mo?) (k - mo?) -mko ]? +[K- (M »m)o? ] (wc)? ? 
上 式 中 各 项 同 除 以 CMm)*， 并 引入 以 下 各 项 
质量 比 : uou 
阻尼 比 : $7 VAR ima, 
F, 
BOE. Zu = 天 


强迫 振动 频率 比 : A - E 


n 


固有 频率 比 : y= 


整理 可 得 











X| = y -Ay «QAyC) 
X — N[(a -A ( - A) -uy A «[1 - OH e4)A7 J Ay? 
(2.21) 
式 (2.21) 即 是 动力 吸 振 器 作用 下 的 主 振 动 系 的 振幅 倍率 。 在 给 定 质量 比 j 和 
固有 频率 比 y 的 情况 下 ， 可 以 计算 出 振幅 。 例 如 图 2. 14 是 在 =0.2、y 20.8 的 情 
况 下 ,根据 上 式 (2. 21) 绘 制 出 来 的 几 种 不 同 阻尼 比 的 振幅 倍率 曲线 。 当 阻尼 无 限 
大 时 ， 相 当 于 动力 吸 振 器 被 固定 在 主 振动 系 上 ， 从 而 变 成 一 个 无 阻尼 单 自由 度 系统 
的 振动 ， 共 振 振幅 为 无 限 大 ; 当 阻 尼 为 0 时 ， 动 力 吸 振 器 的 作用 是 把 原 系统 的 共振 
频率 分 解 为 两 个 新 的 共振 频率 ， 振 幅 仍 为 无 限 大 。 所 以 , 在 0 ~ % 之 间 ， 肯 定 存在 
一 个 最 优 阻尼 值 。 图 2. 14 有 一 个 显而易见 的 特点 ， 即 所 有 不 同 阻尼 比 的 曲线 有 两 
个 共同 的 交点 P、Q。 也 就 是 说 ，P、0 点 的 位 置 不 受阻 尼 的 影响 ， 这 就 是 所 谓 的 
定点 现象 。 下 面 ， 我 们 来 介绍 如 何 利 用 这 个 定点 现象 来 进行 动力 吸 振 器 的 最 优 设 
Ya 
观察 图 2. 14 ， 要 使 主 振动 系 的 振幅 最 小 ， 设 法 使 忆 、0 点 等 高 ， 并 且 使 它们 成 
为 曲线 上 的 最 高 点 即 可 达到 目的 。P、Q@ 点 的 位 置 不 受阻 尼 的 影响 ， 却 受 固 有 频率 
HE y 的 影响 。 动 力 吸 振 器 优化 设计 的 第 一 个 任务 就 是 寻找 最 佳 回 有 频率 比 y， 以 使 
P、0 点 等 高 。 这 个 状态 称 为 最 优 同调 状态 。 因 此 ， 动 力 吸 振 器 也 被 称 为 Tuned 
Mass Damper( TMD) 。 优 化 设计 的 下 一 步 则 是 寻找 最 佳 阻 尼 ， 使 得 PP、0@ 点 处 于 曲 
线 的 最 高 点 。 
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ABS Eb A 
图 2.14 几 种 不 同 阻尼 比 情况 下 的 振幅 倍率 曲线 (w=0.2，y 20.8) 
1. 最 优 同 调频 率 的 决定 
将 式 (2. 21) 根 号 下 分 子 用 p 代表 ， 分 母 用 4 代表 ， 并 做 以 下 变形 
p=A +B, q=C+DE 
其 中 , Az(Y-A, B2QAY), 
C-[(1-A) ( -A) -uy A^, D=[1- (01 +u)? ] QAy)? 
则 有 NTa 
Xa q C + DE DN C/D +E 
容易 发 现 ， 在 4/B =C/D， 即 A/C- B/D 的 条 件 下 
LX, | B 1 
X, a 


所 以 ， 振幅 响应 与 阻尼 无 关 。 此 外 ， 《=0 和 Y= oo 两 个 特殊 情况 下 的 振幅 分 别 为 
X, y = _ [A 
f e 


Xo (0 -A)(y -A7) -uy A 
X, 1 _ [B 
Xa “ND 





























NET. 
A/C = B/D 的 条 件 意味 着 7 =0 LZ = oo 的 振幅 曲线 的 交点 ， 即 P、O 点 。 由 于 P, 
Q 点 分 别处 于 振幅 曲线 的 相反 边 上 (容易 证 明 , £ =0 RIZ = oo 的 响应 正好 反 相 ) ， 定 
点 的 位 置 由 以 下 关系 式 所 决定 
ra "e (2.22) 
(1-A )(y -A ) -uy X 1-(1*9)À 





整理 可 得 





y 2L ny 1], 2 


(2 +u) (2 o en 
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设 式 (2.23) 有 两 个 根 和 A,。、A。， 则 有 下 列 关系 
(A? —Ap)(A - A5) ZA* - (AT & A$)A? +ALAG =0 


与 式 (2.23) 对 比 ， 可 得 





+ HU (2. 24) 
此 外 ,为 了 达到 最 优 同 调 ，P、Q 点 的 响应 应 该 相等 ， 因 此 有 
1 E -1 
1-(1+A)As 1- (1+u)Ag 











整理 得 

MARII (2.25) 
由 式 (2.24) 和 式 (2.25) ， 可 以 求 得 最 优 同调 频率 比 为 

lucos (2.26) 
也 就 是 说 ， 当 动力 吸 振 器 的 固有 频率 为 主 振动 系 固有 频率 的 L/CY e n) 倍 时 ， 两 个 
ERP, Q 的 振幅 相等 。 图 2. 15 是 在 最 优 同 调 状态 下 的 不 同 阻尼 比 的 振幅 倍率 曲 


线 (=0.2，y。 =0.833) ， 与 图 2. 14 7HE, P. 0 点 变 为 等 高 (图 中 细 实 线 为 后 述 
的 最 优 阻尼 的 情况 ) 。 
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图 2.15 最 优 同调 状态 下 的 不 同 阻尼 比 的 振幅 倍率 曲线 (人 =0.2，yw =0. 833) 
将 式 (2.26) 代 入 式 (2.23)， 可 以 求 得 P、Q 点 在 频率 轴 上 的 位 置 为 


2 4 — | H 
Ae r- (2.27) 


将 式 (2.26) RI (2. 27) AX (2.21) ， 可 以 得 到 定点 的 振幅 为 
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a Ross (2.28) 
Xa P,Q 从 从 


例如 w=0.1 时 ， 定 点 的 振幅 倍率 为 4.58; 内 20.2 时 ， 定 点 的 振幅 倍率 为 3.32。 
动力 吸 振 器 的 质量 越 大 ， 振 动 控制 效果 越 好 。 

2. 最 优 阻 尼 的 决定 

仅仅 是 让 P、0 点 等 高 并 不 是 我 们 的 最 终 目 的 ， 只 有 当 PP、0 点 处 于 振幅 曲线 
上 的 最 高 点 时 ， 振 幅 最 大 值 才 最 小 。 这 个 条 件 由 阻尼 的 大 小 决定 。 这 里 ， 我 们 来 看 
最 优 阻尼 的 决定 方法 。 

P. Q 点 处 于 振幅 曲线 上 的 最 高 点 ， 意 味 着 经 过 这 两 个 点 的 曲线 斜率 为 0， 即 


sel] =o 














或 者 写成 以 下 形式 
p'q-pq' =0 (2.29) 
这 里 ， p’' = Op/A’, q' = 0g/A o 
在 最 优 同 调 条 件 下 ， 有 
1 





po. 
q [1-(1445)A] 
代入 式 (2. 29) ， 可 得 
[1 - (1 44) A7 p! - q' =0 (2.30) 
Hp, q 的 定义 
p-2(yY -A) €QAyO 
q-[(1-A)9(y -A*) -uy A «[1- (4 29) ] QACY 
可 得 对 于 A? 的 微分 为 
p'-Ay£? -2(y - A?) 
q'-2[1- (1 44)A7] 2C) [1 23(1 &4)A7 ] € CY - A) [1 247 + (1 40 Y 1] 
在 求 "时 ， 用 到 了 最 优 同调 的 关系 式 (2. 22) 。 代 入 式 (2. 3003foR ft 2, 4g 
P xat Y Gu (2.31) 
进一步 将 式 (2. 26) 和 式 (2.27) 代 和 整理， 可 得 


2 H =. | M 


可 见 ， 使 已 点 为 极 大 和 使 @ 点 为 极 大 的 阻尼 值 并 不 相同 ， 因 此 严格 地 讲 ， 并 不 存 
在 一 个 最 优 阻 尼 值 ， 使 得 P. Q 点 同时 为 最 大 。 但 是 ， 无 论 是 取 哪 一 个 值 ， 所 得 结 
果 的 差异 都 很 小 ， 因 此 合理 的 做 法 就 是 取 o ca 的 平均 ， 从 而 得 到 最 优 阻尼 为 


_ /3 
— TET (2.33) 
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图 2. 15 中 的 细 实 线 为 最 优 阻尼 时 (5 = 0.25 ) 的 振幅 曲线 。 显 然 , P、Q 点 处 
于 这 个 曲线 上 的 最 高 点 。 这 是 在 给 定 质量 比 的 情况 下 ， 动 力 吸 振 器 所 能 达到 的 最 好 
效果 。 
2.3.2 考察 

以 上 ， 我 们 推导 了 动力 吸 振 器 的 最 优 设 计 准 则 。 我 们 的 着 眼 点 只 是 主 振动 系 的 
振幅 。 这 里 ， 我 们 来 比较 一 下 动力 吸 振 器 本 身 的 响应 和 主 振动 系 的 响应 ， 以 便 对 动 
力 吸 振 器 的 工作 原理 有 一 个 更 深 的 理解 。 

求解 方程 式 (2. 20) ， 可 以 得 到 动力 吸 振 器 本 身 的 位 移 响应 为 




















joc +k 


X,- 2 F, 
? ( - Mo & joc +K ck) ( - mo? & jec +k) - (joc +k)? ? 


其 振幅 比率 为 














| X, - QY + Qayx) 
X, [A -AD QA - A5) -uy A Y «[1 7 +u)? ] QAyC* 
据 此 ， 我 们 可 以 绘制 出 动力 吸 振 器 本 身 的 响应 曲线 ， 并 与 主 振动 系 的 响应 做 一 下 比 
较 。 
图 2. 16 是 质量 比 为 0. 2 的 情况 下 ， 动 力 吸 振 融 工作 在 最 佳 状态 (最 优 同 调 y,， 
=0. 833 ， 最 优 阻尼 Z,, =0. 25) 下 的 主 振 动 系 的 频率 响应 和 动力 吸 振 右 本 里 的 频率 





TEC) 
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频率 比 4 


图 2. 16 “最 优 状态 下 的 响应 (w —0.2, y, 20.833, £,, = 0. 25) 
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响应 的 对 比 。 动 力 吸 振 器 本 身 的 最 大 振幅 比 主 振动 系 的 振幅 要 大 ， 并 且 相 位 与 主 振 
动 系 并 不 成 180° 反 相关 系 ， 而 是 随 激 振 频率 发 生变 化 。 

Aib, 我们 也 可 以 从 时 域 x10? 
响应 来 对 二 者 进行 对 比 。 图 
2.17 为 在 最 优 同 调频 率 上 用 正 
弦 外 力 激励 主 振动 系 时 的 强迫 
振动 时 间 响 应 。 图 2. 18 为 用 单 
位 脉冲 激励 的 时 间 响 应 曲线 。 
主 振动 系 的 振幅 被 减 小 的 反 
面 ， 动 力 吸 振 咒 本 身 却 做 较 大 
的 振动 ， 相 当 于 原 有 系统 的 一 二 
部 分 能 量 转移 到 了 子 系统 上 时 间 /s 
去 。 因 此 ， 在 实际 的 动力 吸 振 图 2. 17 “正弦 激 励 下 的 响应 (激励 频率 = 
ssi, 应 考虑 到 弹性 元 件 最 优 同调 频率 , u=0.2) 
的 应 力 和 强度 问题 。 

如 果 动 力 吸 振 右 不 是 工作 
在 最 优 状 态 会 出 现 什 么 结果 
呢 。 作 为 一 个 例子 ， 图 2. 19 给 
出 稍微 偏离 最 优 同调 状态 下 的 
频率 响应 曲线 。 具 体 地 说 ， 相 
对 于 最 优 同调 y, = 0. 833 和 最 
优 阻尼 上 =0.25， 这 里 取 y = 
0.8, Y=0.2。 可 见 ， 即 使 稍微 
偏离 最 优 状态 ， 主 振动 系 的 最 20 02 04 0.6 08 1.0 
大 振幅 就 会 有 所 恶化 。 因 此 ， 时 间 A 
动力 吸 振 右 适合 于 控制 具有 突 
出 峰值 的 罕 带 振动 ， 对 于 没有 
突出 谱 峰 的 宽带 振动 ， 如 白 噪声 信号 ， 则 动力 吸 振 器 的 效果 不 易 发 挥 。 

动力 吸 振 需 能 否 长 期 稳定 地 工作 在 最 优 状 态 在 实际 应 用 中 具有 重要 意义 。 影 响 
动力 吸 振 器 性 能 的 因素 有 : 阻尼 性 能 的 经 时 变化 、 主 振动 系 本 身 动 特性 的 变化 、 外 
部 动 载荷 的 变化 。 选 用 不 易 受 温度 湿度 影响 的 阻尼 ， 如 磁性 阻尼 ， 采 用 多 重 动力 吸 
振 器 、 增 加 吸 振 需 的 质量 或 主动 控制 的 方法 ， 是 解决 上 述 问题 的 有 效 对 策 。 但 是 一 
般 来 说 ， 实 际 系统 的 特性 和 工 况 变化 不 会 太 大 ， 因 此 运用 动力 吸 振 器 控制 罕 带 振动 
总 是 可 以 获得 或 多 或 少 的 制 振 效 果 。 

动力 吸 振 器 的 质量 越 大 ， 其 控制 效果 越 好 。 然 而 ， 在 对 产品 的 节能 和 低 成 本 要 
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图 2.18 脉冲 激励 下 的 响应 (w=0.2) 






































“74- 机 械 振 动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 























Miss pb, A 








振幅 倍率 














0 0.5 10 15 20 
Mio A 
图 2. 19 非 最 优 同调 状态 下 的 响应 (j=0.2, y=0.8, ¢=0.2) 

求 越 来 越 高 的 今天 ， 增 加 附加 质量 可 以 说 是 万 不 得 已 的 选择 。 例 如 对 于 车 体 超过 
1000kg 的 汽车 设计 人 员 来 说 ， 采 用 一 个 1kg 重 的 吸 振 器 都 是 有 抵抗 感 的 事情 。 也 
就 是 说 ,最 好 的 方法 是 对 结构 本 身 进行 优化 设计 ， 以 达到 对 振 冲 噪 性 能 的 要 求 。 

最 后 需要 指出 的 是 ， 以 上 讨论 的 是 单 自由 度 系 统 的 振动 控制 。 在 这 种 简单 的 
情况 下 ， 最 优 同 调 公 式 (2. 26 ) 中 的 质量 比 ( =m/M) 就 是 吸 振 器 的 质量 与 主 振动 
系 的 实际 质量 之 比 。 对 于 弹性 连续 体 结构 的 振动 控制 ，M 并 不 是 结构 的 整体 质 
量 ， 而 是 指 吸 振 需 安装 位 置 的 等 效 质量 。 等 效 质量 的 确定 方法 将 在 下 一 章 中 进行 
介绍 。 

另外 ， 如 果 考 虑 主 振动 系统 的 阻尼 ， 则 定点 理论 不 再 成 立 。 这 时 可 以 运用 数值 
方法 进行 优化 设计 。 实 际 上 ， 需 要 振动 控制 的 地 方 往往 阻尼 很 小 ， 因 此 ， 上 述 针 对 
无 阻尼 系统 的 动力 吸 振 器 的 设计 方法 具有 充分 的 实际 应 用 价值 。 


2.3.3 其 他 形式 的 吸 振 器 


图 2. 13 所 示 的 动力 吸 振 融 模 型 是 最 常用 的 形式 ， 本 市 介 绍 几 种 其 他 形式 的 吸 
Tieni e 

l. 阻尼 接地 的 形式 

动力 吸 振 融 的 常用 形式 是 阻尼 顺 处 于 吸 振 顺 与 被 控制 的 主 振动 系 之 间 ， 但 在 某 
些 情 况 下 ， 将 阻尼 器 接地 (与 第 3 结构 相 接 ) 则 会 带 来 应 用 上 的 方便 。 这 种 阻尼 接 
地 的 形式 的 制 振 效果 比 传统 形式 更 加 有 效 。 图 2. 20 是 这 种 动力 吸 振 器 的 示意 图 。 

应 用 定点 理论 ， 可 以 推导 出 这 种 动力 吸 振 絮 的 最 优 设计 原则 为 
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对 于 同样 的 质量 比 ， 考 察 最 优 状态 下 的 制 
振 效 果 ， 即 比较 最 大 振幅 倍率 ， 可 以 发 现 ， DH 
尼 接 地 的 动力 吸 振 器 的 制 振 效 果 比 传统 形式 的 ”图 2.20 阻尼 接地 形式 的 动力 吸 振 器 
要 好 。 例 如 在 人 =0.1 时 ,可 提高 减 振 效果 1. 1dB; 在 =0.2 时 ， 可 提高 减 振 效果 
2.4dB。 不 增加 附加 质量 而 提高 减 振 效 果 ， 这 是 一 个 有 魅力 的 特点 。 

2. 多 重 动力 吸 振 器 

把 一 个 动力 吸 振 器 的 质量 一 分 为 二 、 一 
分 为 四 等 ， 可 以 构成 多 重 动力 吸 振 器 。 这 样 ， 
总 的 附加 质量 没有 增加 ， 却 有 提高 控制 效果 
的 好 处 。 图 2. 21 所 示 是 一 个 二 重 动力 吸 振 器 
的 模型 ， 其 最 优 设计 准则 为 
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s Yov = =1. 04 -0. 72u 图 2.21 二 重 动力 吸 振 器 的 
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最 优 阻尼 : C = (0. 05684)” -0. 065, 人 


D ood = (0. 3274) ud 0. 062 
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最 大 振幅 倍率 : | 二 


Y -0.827(0.02 +u)? 

图 2. 22 是 单个 动力 吸 振 器 与 二 重 动力 吸 振 器 的 控制 效果 的 比较 。 可 见 ， 在 总 
的 附加 质量 不 变 的 情况 下 ， 二 重 动力 吸 振 器 的 控制 效果 要 更 好 。 此 外 ， 在 实际 应 用 
中 ， 二 重 动力 吸 振 器 也 很 容易 在 构造 上 实现 。 图 2. 23 所 示 为 利用 板 簧 设计 的 二 重 
动力 吸 振 器 的 示意 图 。 调 节 板 得 的 长 度 和 粘 弹 性 材料 的 厚度 ， 可 以 实现 最 优 设 
计 。 

3. Houde 阻尼 器 

图 2. 13 所 示 动 力 吸 振 器 是 由 质量 -弹簧 -阻尼 所 组 成 的 振动 子 系统 ， 通 过 调节 
其 固有 频率 和 阻尼 ， 来 达到 抑制 主 振动 系 共 振 振 幅 的 目的 。 它 只 有 在 最 优 同 调频 率 
上 才 有 较 好 的 制 振 效 果 。 如 果 去 掉 弹 复 ， 只 剩 下 阻尼 器 ， 则 变 为 如 图 2. 24 所 示 的 
吸 振 器 模型 ， 称 为 Houde 阻尼 器 。 这 时 ， 不 存在 同调 频率 问题 ， 可 以 在 大 范围 内 
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图 2.22 单个 动力 吸 振 器 (1 20.2) 与 二 重 动力 吸 振 器 (w =0. 1) 的 比较 
获得 阻尼 效果 。 


























L Lj 
i 固定 火 具 阻尼 材料 质量 
图 2.23 利用 板 簧 设计 的 二 重 动力 吸 振 器 的 示意 图 图 2.24 Houde FHJE d BS EC 
考察 图 2. 24 系统 的 振动 ， 主 振动 系 的 振幅 倍率 为 
| XI -| 1 + (22/A)’ 
^ E mou 
ix B, dE XBHJE TUAE £ "LANE IMT 图 2. 25 是 根据 上 式 绘 制 出 的 不 同 阻尼 比 


的 振幅 倍率 曲线 。 由 图 可 见 ， 曲 线 上 存在 一 个 不 随 阻 尼 变 化 的 定点 ， 其 位 置 可 由 《 
=0 和 7Z = o 两 个 特殊 情况 下 的 振幅 确定 下 来 ， 为 

A, 20/0, 22/(2 +u) 
这 个 定点 上 的 振幅 倍率 为 





Xa P H H 
利用 同样 的 方法 ， 可 以 确定 出 使 得 定点 成 为 曲线 最 大 点 的 最 优 阻 尼 为 
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Eon a ry 
与 通常 的 动力 吸 振 器 相 比 ， 要 达到 同样 的 制 振 效 果 ，Houde 阻尼 器 需要 的 附加 
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图 2.25 Houde 阻尼 器 的 定点 现象 (=0.2) 
质量 比较 大 ， 这 就 要 求 在 主 振动 系 上 有 确保 安装 较 大 质量 的 空间 。Houde BHJE 48 Ez 
典型 的 应 用 是 控制 轴 的 扭转 振动 ， 如 图 2.26 所 示 。 壳 体 与 轴 固 结 ， 从 而 一 起 旋转 ， 
附加 质量 (惯性 圆 盘 ) 通 过 轴承 与 轴 相 连 ， 因 而 可 以 自由 转动 。 在 圆 盘 与 壳 体 的 颖 
除 中 充满 了 粘性 介质 一 一 油 。 当 轴 发 生 扭转 振动 时 ， 圆 盘 与 壳 体 的 相对 转动 导致 粘 
性 阻尼 发 生 ， 从 而 起 到 抑制 扭转 振动 的 目的 。 这 样 的 构造 容易 获得 较 大 的 附加 质 








4. Frahm 吸 振 器 
如 果 去 掉 图 2. 13 中 的 阻尼 元 件 ， 则 成 为 如 图 2. 27 所 示 的 Frahm 吸 振 器 。 事 实 
上 上， 这 是 世界 上 最 早 的 动力 吸 振 器 ， 是 由 Frahm 在 1909 年 发 明 的 。 





图 2.26 用 于 控制 轴 的 扭转 图 2.27 Frahm 吸 振 器 的 模型 
振动 的 Houde 阻尼 器 


对 于 如 图 2. 27 所 示 的 振动 模型 ， 容 易 得 到 主 振 动 系 的 振幅 和 附加 质量 的 振幅 
为 
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容易 发 现 ， 当 y = 和 时 ， 即 动力 吸 振 器 的 固有 频率 与 激 振 频率 相等 时 ， 主 振动 系 的 
振幅 为 0， 动 力 吸 振 器 的 振幅 倍率 为 1/(uy*) o Frahm 吸 振 器 就 是 利用 了 这 个 现象 。 
在 已 知 主 振动 系 的 激励 频率 且 其 固定 不 变 的 情况 下 ， 可 以 调节 动力 吸 振 器 的 固有 频 
A. 使 之 与 激励 频率 相 吻 合 ， 这 时 ， 主 振动 系 的 振动 会 被 完全 消除 掉 ， 动 力 吸 振 右 
通过 弹 得 施加 在 主 振动 系 上 的 力 (等 于 动力 吸 振 器 的 惯性 力 ) 与 激励 力 大 小 相等 ， 方 
向 相反 ， 所 以 主 振动 系 停止 不 动 。 由 于 应 用 动力 吸 振 器 的 主要 目的 是 抑制 主 振动 系 的 
共振 ， 所 以 Frahm 吸 振 器 的 固有 频率 一 般 就 选 为 主 振动 系 的 回 有 频率 ， 即 y = 1。 

此 外 ， 上 面 两 个 关系 式 的 右边 具有 同样 的 分 母 。 由 于 分 母 为 0 时 振幅 为 无 穷 
大 ， 对 应 于 共振 状态 ， 可 以 得 到 附加 吸 振 器 后 的 系统 的 发 生 共振 的 条 件 为 (y =1 的 
情况 下 ) 
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即 当 激 励 频率 为 wo =A, 或 w 2 ASQ, 时 ， 主 振 劲 系 和 动力 吸 振 器 的 振幅 变 为 无 限 
大 ( 见 图 2.28) 。 也 就 是 说 ， 原 有 系统 的 一 个 共振 频率 在 附加 上 动力 吸 振 器 后 ， 变 
成 了 两 个 共振 频率 。 所 以 ，Frahm 动力 吸 振 器 不 会 改善 系统 的 瞬 态 响应 ， 而 只 能 有 瞄 
准 频率 稳定 不 变 的 单 频 振动 。 正 因 如 此 ，Frahm 吸 振 器 只 能 应 用 于 某 些 特殊 的 情况 
‘hs 
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图 2.28 Frahm 动力 吸 振 器 的 响应 (y 21) 
5. 冲击 吸 振 器 
作为 利用 附加 质量 控制 主 振动 系 振动 的 又 一 种 方式 ， 图 2. 29 所 示 为 冲击 吸 振 器 
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的 模型 。 图 2. 29a 是 只 有 一 个 
冲击 块 的 模型 ， 图 2. 29b 是 更 
为 常用 的 粒子 冲击 吸 振 器 ， 
俗称 “豆包 阻尼 ”。 冲 击 吸 振 
器 是 利用 动量 转移 及 摩擦 来 
实现 控制 振动 的 目的 。 一 般 















































是 通过 实验 的 方法 来 优化 冲 — MM 

击 吸 振 器 的 设计 。 huc etn 
近年 ， 利 用 离散 元 方法 20 — E X 

( Discrete Element Method, Poi 

DEM) 对 粒子 冲击 吸 振 器 进 asl gee 

行 数值 分 析 取 得 了 很 大 进展 。 。 i 1 —9— INIERUR 

例如 某 研究 利用 DEM 和 实验 oro i 
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振 效果 进行 了 对 比 ， 取 得 了 s aa 

很 好 的 一 致 。 该 研究 在 粒子 paaga O 

总 质量 与 主 振动 系 的 质量 之 0， aad 











比 保持 相同 的 情况 下 ,用 4 0 s 
种 不 同 材 料 ( 铅 、 不 锈 钢 、 普 
通 钢 、 丙 烯 酸 树脂 ) 做 成 的 
“豆包 ”阻尼 (单个 球体 直径 为 6mm) 进 行 了 控制 一 个 单 自由 度 系统 振动 的 实验 和 人 解 
析 。 结 果 显 示 ， 粒 子 冲 击 吸 振 器 具有 和 良好 的 阻尼 效果 ， 而 且 在 质量 比 相 同 的 情况 
下 ， 粒 子 的 个 体 越 多 ， 阻 尼 效 果 越 好 ( 见 图 2. 30) 。 

6. 空气 脉动 阻尼 (Air Squeeze Film Damper) 

以 上 介绍 的 各 种 吸 振 器 都 借助 于 附加 质量 ， 通 
主 振动 系 的 反作用 力 。 这 里 介绍 一 种 不 需要 附加 质 
制 振动 的 方法 。 

图 2. 31 所 示 是 一 个 两 端 固 文 薄板 结构 。 其 背面 与 刚体 的 基础 结构 之 间 有 一 个 
间隙， 形成 了 一 个 空气 层 。 在 外 力 激励 下 ， 板 发 生 振 动 。 当 板 上 、 下 振动 时 ， 空 气 
层 发 生 排 气 与 吸 气 流动 。 由 于 空气 的 粘性 及 压缩 性 会 产生 抵抗 薄板 振动 的 阻尼 力 和 
弹性 力 ， 从 而 起 到 制 振 的 作用 。 

利用 商用 流体 解析 软件 STAR-CD 和 构造 解析 软件 Abaqus 对 这 个 问题 进行 流 
体 -结构 耦合 解析 。 用 大 小 为 0.5N 的 简 谐 激励 力 (1kHz) 对 板 进行 加 振 ， 在 不 同 的 
间 际 (空气 层 厚 度 ) 下 考察 板 的 振动 。 图 2. 32 是 间隙 为 1mm 时 的 结果 。 其 中 ， 细 线 
为 不 考虑 空气 影响 的 结果 ， 粗 线 是 考虑 上 空气 影响 的 结果 。 可 见 ， 二 者 基本 相同 。 





图 2.30 微粒 冲击 吸 振 器 的 阻尼 效果 (质量 比 =0. 138) 


















































过 附加 质量 的 惯性 作用 提供 控制 
量 ， 而 是 利用 空气 的 反抗 力 来 控 
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图 2.31 背后 有 空气 层 的 两 端 固 支 薄板 结构 
当 把 间隙 减 小 为 0.02mm 时 ， 结 果 如 图 2.33 所 示 。 此 时 ， 相 对 于 没有 空气 层 影 响 
的 结果 ( 细 线 ) ， 考 虑 上 空气 影响 的 结果 ( 粗 线 ) 的 振幅 大 大 减 小 。 也 就 是 说 ， 当 间 
际 较 大 时 ， 空 气 的 影响 可 以 忽略 不 计 ; 当 间 陀 较 小 时 ， 空 气 的 反抗 力 限 制 了 结构 的 
振动 。 这 种 方法 可 以 有 效 地 运用 于 精密 机 械 的 微 振动 控制 中 。 
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图 2.33 间隙 为 20km 时 的 振动 响应 
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图 2. 34 为 在 间隙 1mm 和 20pm 两 种 情况 下 ， 注 板 背 后 中 央 位 置 的 空气 压力 与 
激励 力 相 位 关系 的 比较 。 间 隙 Dmm 时 的 空气 压力 很 小 ， 为 了 便于 比较 ， 把 它 扩大 
10 倍 表示 在 图 中 。 可 见 ， 空气 压力 与 激励 力 基 本 反 相 。 进 一 步 研究 表明 ， 当 间 际 
很 小 时 ， 空 气 的 作用 具有 刚性 和 阻尼 两 重 性 质 ;而 当 间 隙 稍 大 时 ， 空 气 基 本 上 表现 
为 阻尼 作用 。 此 处 不 做 详细 介绍 。 
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[d 2.34 不 同 间隙 下 的 空气 压力 与 激励 力 比较 





2.4 振动 的 主动 控制 


以 上 各 节 介 绍 的 隐 振 以 及 吸 振 技术 都 没有 外 界 能 源 的 注入 ， 称 为 振动 的 被 动 控 
制 。 这 里 ， 我 们 介绍 利用 外 界 能 量 的 主动 控制 方法 。 其 基本 思想 是 : 利用 人 为 附加 
的 外 力 对 结构 进行 激 振 ， 使 得 产生 的 振动 与 原 有 振动 的 振幅 相同 但 相位 相反 ， 从 而 
抵消 掉 原 有 的 振动 。 本 节 首 先 对 控制 理论 的 基本 原理 进行 介绍 ， 然 后 以 单 自由 度 系 
统 为 例 ， 对 主动 隔 振 系统 和 主动 吸 振 系统 的 设计 进行 介绍 。 


2.4.1 控制 理论 的 概述 


自动 控制 的 基本 思想 是 建立 在 反馈 ( Feedback) 的 概念 之 上 的 。 所 谓 反馈 ， 就 是 
把 物体 的 现在 的 状态 (位 移 、 速 度 、 温 度 等 ) 与 所 希望 的 状态 ( 目标 ) 相 比较 ， 然 后 
对 偏差 进行 修正 的 过 程 。 例 如 开车 时 ， 如 果 发 现 车 子 偏离 了 车 线 ， 就 要 转动 方向 盘 
以 进行 修正 。 这 个 过 程 就 是 一 个 典型 的 反馈 控制 ， 即 通过 有 眼睛 ( 传 感 融 ) 观察 到 的 
汽车 的 行进 方向 传 给 大 脑 (控制 器 ) ， 大 脑 对 这 个 信号 与 期 望 的 行进 方向 进行 比较 
并 作出 向 左 还 是 向 右 转 动 方向 盘 的 判断 ， 然 后 再 发 指令 到 手臂 (执行 句 ) ， 对 方向 
盘 进 行 操作 。 由 此 可 见 ， 构 成 一 个 控制 系统 ， 需 要 可 以 测量 到 物体 状态 量 的 传感器 
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系统 (Sensor) 、 对 信号 进行 分 析 处 理 的 控制 器 系统 ( Controller) 和 实际 完成 控制 动作 
的 执行 器 系统 (Actuator) 。 对 于 结构 振动 控制 而 言 ， 现 在 最 常用 的 传感器 就 是 压 电 
式 加 速度 传感器 ， 速 度 和 位 移 可 以 由 加 速度 的 积分 运算 得 到 ; 控制 器 就 是 计算 机 类 
的 CPU 装置 (如 Digital Signal Processor, DSP); 执行 需 则 有 液压 式 、 气 动 式 、 压 电 
式 和 电磁 式 等 。 

控制 理论 的 发 展 始 于 20 世纪 40 年 代 ， 其 发 展 过 程 可 以 大 致 分 为 以 下 3 个 阶 
段 : 20 世纪 40 年 代 至 50 年 代 ， 古典 控制 理论 20 世纪 60 年 代 至 70 年代， 现代 
控制 理论 ; 20 世纪 80 年 代 至 90 年 代 ， 后 现代 控制 理论 。 时 至 今日 ， 作 为 一 门 技 
术 基 础 学 科 ， 和 材料 学 科 一 样 ， 控 制 理 论 已 广泛 地 应 用 于 各 个 工业 技术 领域 ， 如 火 
箭 卫 星 的 轨道 和 姿势 控制 、 生 产 自动 化 的 过 程控 制 、 工 业 机 器 人 的 运动 和 动作 控 
制 、 发 动机 的 燃料 喷射 控制 、 车 辆 的 运动 稳定 性 控制 等 。 

随 着 微 电 子 技术 的 迅速 发 展 ， 在 20 世纪 80 年 代 ， 振 动 与 噪声 的 主动 控制 获得 
了 众多 研究 人 员 的 关注 ， 并 取得 了 很 大 进展 ， 其 成 果 已 经 应 用 于 高 层 建筑 的 振动 控 
制 (地 震 ， 强 风 对 策 ) 、 高 级 轿车 的 主动 悬 架 控 制 、 管 道 噪声 的 消音 控制 等 。 尤 其 
是 控制 系统 设计 与 分 析 软 件 的 开发 与 普及 (如 Matlab ) ， 为 振动 控制 的 计算 机 仿真 
提供 了 有 力 的 手段 。 

本 节 主 要 以 振动 控制 为 应 用 背景 ， 介 绍 控制 理论 的 基本 概念 和 方法 。 有 关 控 制 
理论 的 详细 介绍 可 参阅 有 关 教 科 书 。 


2. 4.2 古典 控制 理论 


最 初 的 控制 设计 主要 是 针对 只 有 一 个 输入 一 个 输出 的 系统 (Single Input Single 
Output, SISO) 。 对 于 这 样 的 系统 ， 利 用 传递 函数 (输出 信号 与 输入 信号 之 比 ) 可 以 
方便 地 表述 系统 的 特征 。 这 种 基于 传递 函数 的 针对 单 输 入 单 输 出 系统 的 控制 设计 方 
法 称 为 古典 控制 理论 。 

图 2. 35 所 示 为 古典 控制 系统 的 设计 概念 图 。 图 2. 35a 为 原 有 的 单 输入 单 输出 
系统 ， 尚 不 存在 控制 的 问题 。 图 2. 35b 引入 反馈 环节 ， 从 而 构成 了 一 个 反馈 控制 系 
统 ， 即 引入 偏差 信号 e(t) =u) -x(t)， 把 它 作 为 控制 输入 对 系统 进行 干预 ， 目 
标 是 使 偏差 信号 为 零 。 这 是 控制 系统 的 最 基本 构成 。 通 常 ， 为 了 提高 和 保证 控制 系 
统 的 各 种 性 能 ， 还 需要 引入 校正 环节 或 称 补偿 环节 ， 如 图 2.35c 所 示 。 常 用 的 有 串 
联 校 正和 反馈 校正 ， 后 者 也 称 并 联 校 正 。 事 实 上 ， 控 制 系 统 的 设计 很 大 程度 上 就 是 
校正 器 的 设计 。 

上 述 控制 系统 的 功能 实际 上 是 保证 输出 信号 对 输入 信和 号 的 追踪 性 能 。 这 里 ， 输 
入 信号 可 以 理解 为 目标 信号 或 指令 信号 ， 控 制 的 结果 就 是 要 使 输出 信号 尽量 接近 目 
标 信 号 。 例 如 将 火箭 的 设计 运行 轨迹 (位 置 随时 间 变 化 的 函数 ) 作为 输入 ， 输 出 就 
是 实际 的 运行 轨迹 。 显 然 ， 对 火箭 的 控制 就 是 要 使 实际 的 运行 轨迹 无 限 地 接近 设计 
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图 2. 35 反馈 控制 系统 的 概念 图 
a) 单 输入 单 输 出 系统 b) 引 入 反馈 环节 的 控制 系统 
c) 引 入 校正 环节 的 控制 系统 
轨迹 ， 这 就 对 控制 系统 提出 了 稳 、 准 、 快 的 要 求 。 在 此 ， 我 们 先 对 线性 系统 的 特征 
做 一 下 介绍 ， 然 后 结合 一 个 事例 ， 对 古典 控制 的 设计 方法 做 一 个 简要 说 明 。 
1. 线性 系统 的 传递 函数 
一 般 的 线性 系统 可 以 用 微分 方程 式 (2. 34) 来 描述 
x (1) 十 a,x P (t) + a, 4 (t) + + aox(t) 
= b u ™ (t) +b, u (t) + + bult) 
方程 式 (2. 34 ) 左边 代表 系统 的 响应 输出 ,右边 表示 外 部 输入 ， 上 标 代表 微分 次 数 。 
单 自由 度 振动 系统 的 运动 方程 式 (1.2) 就 是 一 个 简单 的 例子 。 在 系统 参数 (上 式 中 
的 各 个 系数 ) 未 知 的 情况 下 ， 可 以 用 单位 脉冲 函数 激励 系统 ， 得 到 系统 的 冲击 响应 
函数 g(1) ， 再 由 卷 积 公式 求 得 在 任意 外 部 激励 下 的 响应 (参见 1.6 节 的 描述 ) 为 


a(i) = [u(t -reg(r)dr = g(t) u(t) 


由 于 卷 积 运算 很 不 方便 ， 因 此 通常 运用 1. 6. 3 节 所 介绍 的 拉 氏 变换 把 时 域 信号 
转换 为 拉 氏 域 信号 进行 处 理 ， 然 后 应 用 拉 氏 逆 变 换 求 得 时 域 响应 。 假 定 初始 条 件 为 
0， 式 (2.34) 的 拉 氏 变换 为 

(s" +a, s" + aas" + +a) X(s) 
= (b,s” +b, as" + +b) UCs) 
即 输出 信号 的 拉 氏 变换 与 输入 信号 的 拉 氏 变换 之 间 有 以 下 关系 
Ry a E 
S +a,ıs + d, 58 tta, 
其 中 ，G(s) 为 系统 的 传递 函数 (冲击 响应 的 拉 氏 变换 ) ， 反 映 系统 的 内 在 特征 。 
Bl Rel bs" bear + + bo 


- 
+a, ıs +a, s 十 … tdg 











(2.34) 





(2.35) 











(2.36) 
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这 样 ， 时 域 中 的 输入 /输出 信号 的 复杂 关系 变换 为 拉 氏 域 的 简单 的 乘积 关系 ( 见 图 
2.36)。 这 个 特点 给 利用 方块 图 来 图 解 表示 系统 的 功能 及 信号 流程 带 来 了 极 大 方 
便 。 图 2.37 所 示 为 几 个 简单 的 方块 图 及 其 简化 。 


(f) x(t) U(s) X(s) 


a) b) 





图 2.36 控制 系统 信号 流程 
a) FER: x(t) = g(1) *u(t) b) 拉 氏 域 : X(1) = G(1)U(1) 


U(s) X(s) U(s) X(s) 
S -9- [anon 
U(s) X(s) 

C) 一 二 ceorco E— 


D U(s) G(s) X(s) 
1+ G(s)* Gs) 


图 2.37 传递 函数 的 方块 图 及 其 简化 

2. 线性 系统 的 稳定 性 

我 们 先 来 考察 一 个 质量 为 m 的 刚体 运动 控制 的 简单 例子 。 图 2. 38 所 示 为 该 控 
制 系统 的 示意 图 。 其 中 ,刚体 的 特性 用 传递 函数 G (s) = L/m 表示 ， 了 驱动 装置 的 特 
性 由 一 阶 惯性 环节 1/(Ts +1) 来 表示 (7 为 常数 )。 输 入 信号 为 目标 速度 ,反馈 信 
号 为 刚体 的 速度 。 这 是 一 个 最 基本 的 反馈 控制 系统 ，K 为 控制 增益 ， 相 当 于 一 个 简 
单 的 串联 校正 环节 。 其 控制 过 程 是 : 偏差 信号 输入 到 驱动 装置 (马达 ) ， 产 生 的 驱 
动力 作用 在 刚体 上 ， 使 刚体 产生 加 速度 (a = F/m); 对 该 加 速度 积分 一 次 ， 即 得 
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图 2.38 刚体 运动 控制 的 简单 例子 
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到 刚体 的 速度 ， 然 后 把 该 速度 信号 反馈 回去 ， 与 目标 信号 进行 比较 。 
图 2.39 为 速度 反馈 控制 的 结果 ， 其 中 ， 细 线 表示 目标 速度 。 当 控制 增益 天 =1 
时 ,刚体 的 速度 远 跟随 不 上 目标 速度 ; 当 控 制 增益 =10 时， 刚体 的 速度 基本 可 
以 跟随 上 目标 速度 ;， 当 控制 增益 K=50 时 ， 刚 体 的 速度 很 快 可 以 跟随 上 目标 速度 ， 
但 有 一 点 过 冲 。 可 见 ， 随 着 增益 的 增加 ， 系 统 响应 的 快速 性 得 以 提高 。 这 里 有 一 个 
前 提 条 件 ， 就 是 这 个 控制 系统 是 稳定 的 。 
1.5 
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图 2.39 速度 反馈 控制 的 结果 (m =1，7=0.01， 细 线 为 目标 速度 ) 
同样 是 如 图 2. 38 所 示 的 刚体 运动 的 情况 ， 如 果 假 定 目 标 信号 不 是 速度 ， 而 是 
位 移 ， 则 控制 系统 变 为 如 图 2. 40 所 示 的 位 移 反 馈 控 制 ， 图 2.41 是 控制 结果 。 这 
时 ， 输 出 信号 不 但 无 法 跟踪 输入 信和 号， 而且 随 着 增益 的 增加 ， 越 发 呈现 发 散 的 趋 
势 。 这 样 的 控制 系统 称 为 不 稳定 系统 。 对 于 不 稳定 系统 ， 讨 论 快速 性 和 精度 已 无 意 
义 。 











U 


图 2.40 刚体 运动 的 位 移 反馈 控制 

由 以 上 例子 可 见 ， 引 入 反馈 控制 之 后 ， 可 能 会 引起 系统 的 不 稳定 性 。 关 于 系统 
的 静态 稳定 性 和 动态 稳定 性 问题 ， 我 们 在 自 激 振动 一 节 (1.7.1) 中 已 有 所 介绍 。 这 
里 进一步 来 探讨 控制 系统 的 稳定 性 问题 。 

稳定 性 是 系统 内 在 的 性 质 ， 从 本 质 上 来 说 ， 与 外 界 干扰 无 关 。 只 是 在 外 界 激励 
下 ,不 稳定 系统 通过 发 散 现象 ， 把 其 不 稳定 的 性 质 暴露 出 来 。 显 然 ,， 重要 的 是 在 激 
励 系 统 之 前 ， 应 该 对 其 稳定 性 有 所 把 握 , 否则 可 能 会 造成 无 法 挽回 的 破坏 或 损失 。 
既然 稳定 性 与 外 界 激励 无 天 ， 我 们 可 以 令 方 程式 (2.34) 的 右边 为 0， 从 而 得 到 描述 
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图 2.41 位 移 反馈 控制 的 结果 (mm =1，7=0.01， 细 线 为 目标 位 移 ) 
系统 特征 的 线性 齐 次 方程 式 (2. 37) 
x? (t) + a, ,x 07 (t) + ; 4x 7 (t) + +aox(t) 20 (2. 37) 
这 个 方程 反映 了 包括 控制 环节 在 内 的 整个 系统 的 内 在 特征 。 根 据 线性 微分 方程 的 解 
法 (参见 1.2 节 定 理 1) ， 若 能 找到 方程 式 (2.37) 的 所 有 特 解 ， 则 通 解 为 这 些 特 解 的 
线性 组 合 。 这 里 ， 令 x =e”， A 为 常数 ， 代 入 以 上 方程 ， 可 得 
A” £a, A"! a, 4A"? +…+aA =0 (2.38) 
这 是 一 个 n 次 代数 方程 ， 有 nn 个 根 ， 对 应 于 方程 式 (2.37) 的 n 个 特 解 e^, etm. 
…、e””。 因 此 ,方程式 (2. 37) 的 通 解 可 以 表示 为 
x(t) = Cle + C, e +- + C,e™ (2.39) 
其 中 ，C、…、C, 为 常数 。 我 们 把 A 称 为 系统 的 特征 值 。 

一 般 来 说 ， 方 程式 (2.38) 的 根 ( 特 征 值 ) 为 复数 , BA; = o; +jBi(i =1 ~n)。 
显然 ,如 果 有 一 个 根 的 实 部 大 于 0 , 则 随 着 时 间 的 增加 , 式 (2.39) 所 示 的 响应 的 振幅 
会 越 来 越 大 ,也 就 是 说 ,系统 趋 于 发 散 。 只 有 当 所 有 根 的 实 部 小 于 0 时 , 式 (2.39) 所 
示 的 响应 才 会 收敛 .因此 ,控制 系统 稳定 性 的 条 件 是 :系统 特征 值 的 实 部 小 于 0。 

观察 式 (2.36) 和 式 (2.38) 可 见 , 式 (2.38) 左边 与 式 (2.36) 的 分 母 形 式 完全 相 
同 , 因 此 ,直接 令 传 递 函 数 G(s) 的 分 母 为 0, 即 可 求 得 系统 的 特征 值 .这 里 ,s = 和 A。 

7 peras =0 (2. 40) 
XQ. 40) 为 控制 系统 的 特征 方程 ,例如 对 于 如 图 2. 38 所 示 的 控制 系统 ,系统 的 传递 
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特征 方程 为 





mT’ * ms + 天 =0 
取 m = 1,7 =0.01,ÆK = 10 时 , 根 为 9 2—88.73,5, 2 - 11.27, TE K = 50 时 , 根 
H sı =- 50.00 + j50. 00,s，= - 50.00 - j50. 00。 两 个 根 都 具有 负 实 部 ,因此 系统 稳 
定 。 而 对 于 如 图 2. 40 所 示 的 控制 系统 ,系统 的 传递 函数 为 

K 

Gy) - mT? tms +K 
特征 方程 为 

mT? +m « K Z0 
此 时 ,K = 10 HT, 7s, = — 100. 1,s, 20.05 8 j3.16,s, = 0.05 — j3.16;K = 50 时， 
IRA sı =- 100.5,s, 20.25 + j7.05,s, = 0.25 -j7.05。 有 两 个 根 的 实 部 为 正 ,因此 
该 系统 不 稳定 。 

这 里 需要 指出 ,上 述 控制 系统 的 传递 函数 G(s o 代表 
的 是 输入 信和 号 与 输出 信号 之 间 的 关系 。 另 外 ,我 们 把 偏差 信号 与 反馈 信号 之 间 的 传递 
函数 称 为 系统 的 开 环 传递 函数 ,二 者 的 关系 如 图 2. 42 2 c us 
统 , 其 特征 方程 由 闭环 传递 函数 的 分 母 为 零 得 到 
1 4 G,(s) H(s) =0 (2.41) 
显然 ,特征 方程 的 根 就 是 闭环 传递 函数 的 极点 。 男 一 方面 ,分 子 Go (5) 20 的 根 为 闭环 
传递 函数 的 零点 。 如 果 存 在 实 部 为 正 的 极点 , 则 系统 不 稳定 .这 时 ,可 以 通过 调整 零点 
位 置 ,使 其 与 不 稳定 极点 相抵 消 , 从 而 达到 稳定 系统 的 目的 。 这 种 方法 称 为 零 极点 配 
EHE, 



































闭环 传递 函数 


Uls) gas] Uis) cnm X 
TEJ 1+ Eom 
| 
ES 
开 环 传递 函数 
C Hs) | Gone) | s)H (s) a 


图 2.42 ”闭环 传递 函数 与 开 环 传递 函数 

工程 上 判定 稳定 性 的 方法 常用 力 氏 图 解法 。 力 氏 图 是 在 以 模 轴 为 实 部 , 纵 轴 为 虚 
部 所 构成 的 [Sj 平面 上 ,绘制 出 的 频率 从 — oo 到 + oo 变化 时 的 传递 函数 轨迹 图 (= 
je) 。 作 为 判定 稳定 性 的 几何 方法 , 乃 氏 图 解法 的 作 图 对 象 是 开 环 传递 函数 , 即 图 
2.42 中 的 G(s) 有 H(s) 。 设 开 环 传递 函数 有 p 个 极点 处 于 [Sj] 平面 的 右 半 边 (原点 处 的 
极点 作为 左 半 平面 的 极点 处 理 ) , 则 稳定 性 判定 准则 如 下 : 

(D P=0 时 , 当 o 从 -oo F] +o 变化 时 , 开 环 传递 函数 的 轨迹 不 包围 ( -1,j0) 
点 , 则 闭环 系统 稳定 ,反之 不 稳定 。 
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2) PP>0 时 , 当 w 从 -om 到 +o 变化 时 , 开 环 传递 函数 的 轨迹 逆 时 针 包 围 
(-1,j0) 点 p 圈 , 则 闭环 系统 稳定 ; 若 逆 时 针 包 围 ( - 1,j0) 点 不 到 p F8 ,或 顺 时 针 包 
围 (- 1,j0) 点 , 则 闭环 系统 不 稳定 。 

也 就 是 说 ,通过 考察 开 环 传递 函数 的 特性 ,可 以 判定 闭环 系统 的 稳定 性 ,图 2. 43 
为 一 个 二 阶 振荡 环节 G(s) =K/A(s *2£o,5 +0) 的 乃 氏 图 ,曲线 与 单位 圆 的 交点 处 
的 频率 w. 反映 系统 的 快速 性 ,原点 与 该 交点 的 连 线 与 负 实 轴 的 夹 角 由 代表 稳定 性 的 
相位 裕 量 。 增 益 越 大 ,快速 性 越 好 ,可 是 安定 裕 量 却 越 小 。 

此 外 , 利用 开 环 传递 函数 的 伯 德 图 
(Bode Plot) , 即 幅 频 特 性 曲线 和 相 频 特性 曲 
线 ,也 可 以 判断 闭环 系统 的 稳定 性 。 作 为 举 il 
例 ,图 2. 44 为 下 记 开 环 传递 函数 的 们 德 图 。 

20 
s(s? +105? 4255 +30) 


该 传递 函数 在 [S] 平面 右边 没有 极点 。 这 种 f 
情况 下 ,利用 伯 德 图 判定 稳定 性 的 方法 是 : 
幅 值 为 0dB 所 对 应 的 相位 如 果 越 过 了 
- 180° 线 , 则 闭环 系统 不 稳定 ; 反之 稳定 。 实 部 
与 - 180? 的 距离 为 相位 稳定 裕 量 ,例如 如 果 
幅 值 为 0dB 所 对 应 的 相位 为 - 120°, 则 相位 
裕 量 为 60°, 男 一 方面 ,相位 -180° 所 对 应 的 
幅 值 如 果 大 于 0dB , 则 闭环 系统 不 稳定 ;反之 稳定 。 小 于 0dB 的 幅 值 大 小 代表 幅 值 稳 
定 裕 量 ,例如 如 果 相 位 = -180° 所 对 应 的 幅 值 为 -10dB, 则 幅 值 稳定 裕 量 为 10dB ,一 
般 希 望 , 幅 值 稳定 裕 量 大 于 6dB, 相位 稳定 裕 量 处 于 30° 与 60° 之 间 。 由 此 可 见 ,图 
2.44 所 示例 子 的 闭环 系统 为 稳定 系统 。 

此 外 , 幅 值 为 0dB 所 对 应 的 频率 称 为 截止 频率 ,截止 频率 越 高 ,快速 性 越 好 。 

3. 控制 系统 的 稳 态 精度 

只 有 对 于 稳定 系统 ,输出 信号 才 有 可 能 跟踪 目标 信号 。 此 外 ,还 有 一 个 值得 注意 
的 问题 就 是 跟踪 的 精度 问题 ,我 们 把 输出 信号 与 目标 信号 的 差 称 为 误差 ,对 于 不 同 特 
点 的 目标 信号 ,这 个 误差 可 能 为 0, 可 能 不 为 0, 甚 至 可 能 无 穷 大 ,引起 误差 的 原因 可 
能 是 元 器 件 本 身 的 缺 欠 ,如 摩擦 间隙、 零点 漂移 、 老 化 等 ,也 可 能 是 由 于 外 界 干扰 ,但 
这 些 原因 都 不 是 这 里 要 讨论 的 ,这 里 要 讨论 的 误差 是 指控 制 系统 本 身 的 原理 性 误差 。 

以 一 个 单位 反馈 控制 系统 为 例 ( 见 图 2. 45 , 非 单位 反馈 可 以 等 价 为 单位 反馈 ) ， 
误差 信号 为 E(s) 2U(s) -X(s) 2U(s) - E(s) G(s) ， 即 


_ U(s) 
E() * i745 (2.42) 























G,(s) = 


























图 2.43 ”一 个 二 阶 振荡 环节 的 乃 氏 图 
(o, 2 2m,£ = 0.3,K 为 增益 ) 
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图 2. 44 ” 开 环 传递 函数 的 伯 德 图 


这 里 ， 系 统 的 开 环 传递 函数 等 于 G(s)， 即 G.(s) = G(s) 。 利 用 拉 氏 变换 的 终 值 定 
理 ， 可 以 得 到 当时 间 无 限 大 时 的 稳 态 误差 为 


-i EE "^ sU(s) 
TORT eU 





(2.43) 





图 2.45 单位 反馈 系统 
可 见 ， 稳 态 精度 不 但 与 控制 系统 本 身 有 关 ， 而 且 与 输入 有 关 。 通 常 ， 利 用 以 下 
典型 输入 信号 对 稳 态 误差 进行 考察 : 
D 单位 阶 跃 输入 : ult) = 1,U(s) = 1/s。 
Q) 单位 斜坡 输入 (等 速 输入 ): u(t) 2 1,U(s) = Ms, 
@ 等 加 速 输入 : u(t) = P22/2,U(s) = Ms, 








此 外 ， 系 统 开 环 传递 函数 可 以 表示 为 以 下 一 般 形式 
G,(s) = KQ(s) - K(qis * 1) (qos * 1): (qus +1) 

s'P(s) s'(p,s -* 1) (ps * 1)--(p,s * 1) 
其 中 ,天 为 开 环 增益 ，0(s) 、P(s) s 的 多 项 式 ， 分 母 的 阶 数 高 于 分 子 。 当 -0 
时 ， 称 为 0 型 系统 ， 当 r=1 时 ， 称 为 工 型 系统 ; 当 >=2 时 ， 称 为 下 型 系统 。 把 上 
述 典型 输入 和 传递 函数 公式 代入 式 (2.43) ， 可 以 求 得 这 些 典 型 情况 下 的 稳 态 误差 ， 
如 表 2. 1 所 示 。 





(2.44) 
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表 2.1 典型 情况 下 的 稳 态 误差 

















单位 阶 路 输入 单位 斜坡 输入 等 加 速 输入 
0 型 系统 1/(K+1) oo oo 
I 型 系统 0 1/K oo 
开 型 系统 0 0 1/K 














可 见 ， 单 位 阶 跃 输入 下 ， 稳 态 误差 最 易 控 制 ， 输 入 随时 间 的 变化 越 快 ， 误 差 越 
不 易 控 制 。 例 如 等 加 速 输入 下 ， 不 管 如 何 增 大 增益 ， 对 于 0 型 系统 和 工 型 系统 来 
说 ， 最 终 的 稳 态 误差 为 无 限 大 ; 本 型 以 上 的 高 阶 系统 精度 好 ， 但 实现 起 来 比较 困 
难 。 

图 2. 46 绘 出 了 如 图 2. 47 所 示 的 1.0 
控制 系统 (后 述 ) 的 在 不 同 输入 信 035| 
号 下 的 输出 响应 OERE: m = 1， 
T-0.001, K, 25, K =10)。 单 位 阶 IRI /s 
跃 输 入 下 ， 输 出 无 限 接近 于 输入 ， 稳 
态 误 差 为 0; 单位 斜坡 输入 时 ， 稳 态 
误差 为 一 定 ; 等 加 速 输入 时 ， 输 出 越 0 1 2 3 4 5 
来 越 偏离 输入 ， 稳 态 误 差 为 无 穷 大 。 时 间作 
可 见 ， 图 2.47 所 示 的 控制 系统 是 一 E 
个 工 型 系统 。 

容易 理解 ， 在 工 型 系统 中 串 和 一 












位 阶 跃 输入 





















0.2} 单位 斜坡 输 
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个 积分 环节 (1/s)， 可 以 把 系统 变 为 BT /s 
卫 阶 系统 ， 从 而 可 以 改善 稳 态 精度 。 图 2.46 I 型 系统 在 不 同 输入 下 的 响应 
但 是 ， 这 样 的 方法 可 能 会 改变 系统 的 ( 细 线 : 输入 ; 粗 线 : 输出 ) 











稳定 性 ， 从 而 产生 动态 性 能 上 的 问题 。 改 善 稳 态 精度 的 实用 方法 是 引入 顺 馈 
(Feedforward) 补偿 环节 ， 这 种 方法 既 不 影响 系统 的 稳定 性 ， 理 论 上 又 可 以 完全 消 
除 稳 态 误差 。 详 细 请 参阅 有 关 参 考 书 。 

为 了 改进 控制 系统 的 稳定 性 及 精度 等 性 能 ， 往 往 在 原 有 的 反馈 控制 的 基础 上 和 需 
要 增加 适当 的 校正 环节 。 例 如 对 于 如 图 2. 40 所 示 的 不 稳定 系统 ， 增 加 一 个 速度 反 
馈 的 并 联 校 正 环 节 ， 变 为 如 图 2. 47 所 示 的 系统 。 图 2. 48 为 控制 结果 的 例子 。 与 以 
前 的 结果 ( 见 图 2.41) 相 比 ， 系 统 已 变 得 可 控 。 

此 时 ， 系 统 的 闭环 传递 函数 为 


G,(s) S 

















mTs - ms +K s +K 


特征 方程 为 
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图 2.47 增加 了 并 联 校正 环节 的 位 移 反 馈 控制 系统 




















0 2 4 6 8 
时 间 /s 





图 2.48 增加 了 校正 环节 的 位 移 反 馈 控 制 的 结果 
(m=1, T=0.01, K, =5。 细 线 为 目标 信号) 
mT +ms +Ks+K=0 
Æm=1, T=0.01, K, =5 的 条 件 下 , K=10 时 的 根 为 = -94.84， = -2.58 + 
j1.97，ss = -2.58 -jl.97; K 250 时 的 根 为 s, = -95.30，s = -2.35 +j6.85, s, 
= -2.35 -j6. 85。 所 有 根 的 实 部 均 为 负 ， 因 此 该 系统 稳定 。 

作为 参考 ， 图 2. 49 绘 出 上 述 3 个 控制 系统 的 开 环 传递 函数 的 乃 民 图 。 实 线 对 
应 于 速度 反馈 控制 的 系统 ( 见 图 2.38)， 此 系统 为 稳定 系统 ， 力 氏 曲 线 不 包围 点 
( -1，j0); 点 线 对 应 于 位 移 反馈 控制 系统 ( 见 图 2.40)， 此 系统 为 不 稳定 系统 ， 
乃 氏 曲线 包围 点 ( — 1, j0); 虚线 对 应 于 增加 了 校正 环节 的 位 移 反 馈 控 制 系统 
( 见 图 2.47)， 在 K=50 的 情况 下 系统 稳定 ， 力 民有 曲线 不 包围 点 ( -1, j0)。 

男 外 ， 图 2. 50 为 位 移 反馈 控制 系统 ( 实 线 ) 及 增加 了 校正 环节 的 系统 (点 
线 ) 的 开 环 传递 函数 的 伯 德 图 。 原 有 系统 的 相位 裕 量 为 负 ， 因 此 闭环 系统 不 稳定 ; 
增加 了 校正 环节 的 系统 相当 于 相位 超前 校正 ， 把 相位 裕 量 变 为 正 ， 使 得 系统 变 得 稳 
定 。 但 是 ， 当 增益 过 大 时 ， 系 统 再 次 变 为 不 稳定 系统 ( 见 图 2.51) ， 这 种 系统 称 为 
条 件 稳定 系统 。 可 以 利用 根 轨迹 法 考察 增益 由 0 $ oo 变化 时 的 闭环 系统 特征 根 在 
[S] 平面 上 的 移动 轨迹 ， 从 而 确定 保证 系统 稳定 的 增益 范围 。 

以 上 介绍 的 有 关 刚 体 运 动 控制 的 例子 的 传递 函数 及 特点 归纳 于 表 2.2 中 。 
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图 2.49 三 个 控制 系统 的 开 环 传递 函数 的 乃 氏 图 
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图 2.50” 开 环 传递 函 


JS /Hz 


数 的 伯 德 图 (增益 K=50) 


KR: 位 移 反馈 控制 系统 ( 见 图 2. 40) 
AR: 增加 了 校正 环节 的 系统 ( 见 图 2.47) 
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表 2.2 关于 刚体 运动 控制 的 三 种 控制 系统 的 归纳 
速度 反馈 控制 位 移 反 馈 控 制 位 移 反 馈 控 制 + 校正 
(图 2.38) (图 2.40) (图 2.47) 
E ERE K K K 
闭环 传递 函数 mTs? +ms + K mTs? +ms? +K mTs? 4 ms? + Kys +K 
EAE VR SEE K K — UK 
开 环 传递 函数 s (mTs+m) s? (mT? +m) s (mT? +ms+Ky) 
稳定 性 稳定 不 稳定 条 件 稳 定 
系统 类 型 工 型 系统 工 型 系统 I 型 系统 
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2.51. 增加 了 校正 环节 的 位 移 反馈 
控制 的 结果 (增益 过 大 的 情况 ) 

图 2. 47 所 示 的 并 联 校正 环节 实际 上 是 通过 速度 反馈 给 原 有 系统 引入 了 阻尼 ， 
这 种 反馈 校正 在 振动 控制 中 尤为 重要 。 

应 该 说 明 的 是 ， 反 馈 校正 是 在 原 有 的 主 反馈 回路 上 增加 新 的 反馈 环节 ， 可 以 是 
局 部 的 ， 也 可 以 是 整体 的 。 对 于 后 者 ， 相 当 于 与 主 反馈 环节 并 联 了 一 个 环节 ， 可 以 
用 图 2. 52b 进行 等 价 。 












































和 | 2. 52 反馈 校正 
a) 校正 环节 与 主 反馈 回路 并 联 的 系统 b) 等 价 系统 
除了 反馈 校正 外 ， 工 程 上 常用 的 校正 方法 有 超前 校正 与 淖 后 校正 。 它 们 都 属于 
串联 校正 ， 如 图 2.53 所 示 。 
超前 校正 与 滞后 校正 环节 的 特性 可 用 以 > 


X<) C(s) G(s) 
下 传递 函数 表示 ,其 频率 特性 如 图 2 54 所 示 。 Due em 
超前 校正 : C(s) =a 1 












































el 主 反馈 回路 
i - ed 42.53 串联 校正 
浏 后 校正 : C(s) BTs +1’ >l 


图 2. 55 AERAR TE f R EREHE XE, AP, MRNA E hl 
统 的 开 环 传递 函数 。 根 据 伯 德 图 的 稳定 性 判别 法 则 可 知 ， 闭 环 系统 不 稳定 。 图 
2. 55a 中 的 粗 线 为 采用 超前 校正 环节 后 的 控制 系统 的 开 环 传递 函数 。 可 见 ， 超 前 校 
正 环节 的 作用 是 把 截止 频率 附近 的 相位 向 上 移动 ， 并 使 新 的 截止 频率 向 高 频 方向 移 
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动 ， 这 样 不 但 保证 了 校正 后 的 系统 有 充足 的 稳定 裕 量 ,而 且 提 高 了 系统 的 快速 性 。 





与 之 相对 照 ， 图 2. 55b 中 粗 线 所 示 的 滞后 
校正 环节 的 作用 则 是 加 大 增益 的 下 降 坡 度 
( 即 从 原 有 的 每 倍 频 程 降 20dB 变 为 降 
40dB。 相 对 而 言 ， 相 当 于 提高 了 低频 增 
益 ) ， 使 其 与 0dB 的 交点 (截止 频率 ) 向 
低频 方向 移动 ， 从 而 保证 充足 的 稳定 裕 
量 。 因 此 ， 滞 后 校正 并 不 是 利用 相位 滞后 
作用 来 改善 原 系统 的 稳定 性 ， 而 是 利用 幅 
值 衰减 作用 使 系统 稳定 的 。 滞 后 校正 虽然 
可 以 改善 系统 的 稳 态 误差 ， 但 却 降低 了 系 
统 的 快速 性 

对 于 振动 控制 来 说 ， 增 加 结构 的 阻尼 
是 主要 目的 。 我 们 知道 ， 阻 尼 力 的 相位 比 
位 移 超前 99%。， 所 以 ， 相 对 于 滞后 校正 ， 
超前 校正 更 适合 于 振动 控制 。 

超前 校正 的 设计 步骤 是 : 首先 ,确认 
现 有 系统 的 相位 裕 量 ， 根 据 目 标 相 位 裕 量 
为 40° ~60° 的 要 求 ， 决 定 相 位 超前 的 最 大 
值 B,， 进 而 决定 参数 a; 然后 ， 再 由 最 
大 相位 角 所 对 应 的 频率 w, 决定 参数 T, 
具体 的 关系 式 如 下 : 
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图 2.54 超前 校正 与 滞后 校正 的 


频率 特性 (这 里 取 a=0.1, 8 =10) 
a) 超前 校正 b) 滞后 校正 
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图 2.55 超前 校正 与 滞后 校正 的 作用 
a) 超前 校正 b) 滞后 校正 
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l-a 1 
d, = arctan 二 一 一 ，w，= 一 一 
l-*a T Ja 


在 工程 上 ， 经 常用 比例 放大 需 (Proportional) 、 积 分 器 (Integral) 和 微分 器 
(Differential) 来 构成 PI 校正 、PD 校正 或 PID 校正 。 

PI 校正 : C(s) =K, +1/(K;s) 

PD EHE: C(s) =K, + Ks 

PID 校正 : C(s) 2 K, Ks € l/ (Ks) 
PD JH24-F EB EEIE, PIJHAÁ-FGHUROIE, PID 相当 于 超前 -滞后 校正 。 由 于 PID EE 
正 应 用 得 相当 普遍 ， 因 此 古典 控制 也 称 PID 控制 。 

对 于 如 图 2. 38 所 示 的 刚体 运动 控制 ， 引 入 适当 的 校正 环节 ， 可 以 构成 如 图 
2.56 所 示 的 较为 实际 的 控制 系统 。 其 中 ， 速 度 反馈 校正 环节 起 到 增加 阻尼 ， 改 善 
系统 动态 性 能 的 作用 ; PI 校正 环节 起 到 改善 稳 态 精度 的 作用 。 


I moe 2 
位 移 反 馈 ; T 
MOS 速度 反馈 Jus] F> 加 法 器 



































积分 器 
位 移 速度 Ju je T | 控制 力 
ls l/s 
积分 器 积分 器 床 头 箱 


图 2.56 刚体 运动 控制 的 校正 系统 


2.4.3 现代 控制 理论 


对 于 多 输入 多 输出 系统 (Multiple Input Multiple Output，MIMO ) ， 应 用 上 述 基 
于 传递 函数 的 控制 系统 设计 方法 很 复杂 ， 基 于 状态 空间 的 现代 控制 理论 则 为 这 类 问 
题 提供 了 有 效 的 工具 。 现 代 控 制 理论 所 涉及 的 内 容 很 多 ， 这 里 主要 介绍 振动 控制 中 
常用 的 最 优 控制 理论 。 

1. 状态 空间 (State-Space) 

对 于 一 个 单 自 由 度 振 动 系统 ， 运 动 方程 为 

mx(t) +cx(t) + kx(t) = F(t) 

变形 为 EOD =- faq) - (n) + LF() 


引入 等 式 x(t) =x(t) 
把 以 上 两 个 方程 结合 起 来 ， 可 以 写成 以 下 和 矩阵 的 形式 
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[n- [oom BINE [ "dom 
X 1 0 x 0 1 0 


X —-c/m  -c/k 1 0 F/m 
Dep Te eta 
x 1 0 0 1 0 


则 得 





x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.45) 
X (2.45) 称 为 状态 方程 ,x 为 状态 向 量 ，A、B 为 状态 矩阵 。 男 外 ， 系 统 的 啊 应 
可 以 用 输出 向 量 方程 式 (2.46) 表示 
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.46) 

C 为 观测 和 矩阵， 通常 由 1 与 0 组 成 ; D 一 般 为 0 矩阵。 方程 式 (2.45) 和 式 
(2.46) 合 起 来 称 为 线性 系统 在 状态 空间 上 的 描述 。 

以 上 的 状态 方程 虽然 是 从 单 自由 度 系统 出 发 得 到 的 ， 但 其 形式 具有 普遍 性 。 对 
于 多 自由 度 系统 ， 同 样 可 以 用 方程 式 (2.45) 和 式 (2. 46) 来 表述 。 

2. 状态 的 可 控 性 与 可 观测 性 

线性 系统 的 可 控 性 与 可 观测 性 是 现代 控制 理论 的 重要 概念 。 

所 谓 可 控 性 ， 是 指 对 于 方程 式 (2.45) 所 示 的 系统 ， 如 果 控 制 函 数 w (t) 可 
以 把 系统 的 某 个 状态 量 从 初始 值 zu 转移 到 x,， 则 称 系统 的 该 状态 量 是 可 控 的 。 如 
果 每 个 状态 量 都 可 控 ， 则 称 系统 的 状态 完全 可 控 。 可 见 ， 状 态 量 可 控 性 反映 了 系统 
输入 控制 其 状态 的 能 

所 谓 可 观测 性 ， 是 指 对 于 方程 式 (2.46) 所 示 的 系统 响应 ， 如 果 控 制 函数 
u (t) =0, 在 任意 时 间 段 上 ， 对 于 系统 的 某 个 非 零 初始 状态 量 x。， 响 应 y (t) # 
0， 则 称 这 个 状态 可 观测 ; 否则 ， 称 为 不 可 观测 。 如 果 除 了 零 状态 以 外 没有 不 可 观 
测 的 状态 ， 则 称 系 统 是 完全 可 观测 的 。 显 然 ， 状 态 量 可 观测 性 代表 了 系统 输出 反映 
其 状态 的 能 力 。 

这 里 以 振动 控制 为 例 ， 对 可 控 性 与 可 观测 性 的 物理 含义 进行 说 明 。 如 果 把 激 振 
器 安装 在 振动 的 节点 位 置 (振幅 为 0 的 部 位 ) ， 则 控制 力 无 法 改变 结构 的 振动 状 
态 ， 即 不 可 控 ; 同样 ， 如 果 把 加 速度 传感器 安装 在 振动 的 节点 位 置 ， 则 无 法 测量 到 
振动 的 水 平 ， 即 不 可 观测 。 

可 控 性 及 可 观测 性 的 代数 判断 准则 为 : 设 线性 系统 的 状态 矩阵 4 DJ n xn WWE 
阵 ，B 为 n xk 的 矩阵 ，C 为 rxn 的 矩阵， 可 构成 以 下 新 的 矩阵 

可 控制 性 矩阵 : M=[B AB AB -- A' Bl, 

可 观测 性 矩阵 : W=[C A'C(A)D'C - (A'"))'C ] pun 
如 果 和 矩阵 M 的 秩 (rank) 为 n， 则 称 系 统 可 控 ; WREE N 的 秩 为 mw， 则 称 系统 可 
观测 。 

3. LQ 最 优 控制 理论 (Optimal Control) 
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对 于 方程 式 (2.45) 所 代表 的 线性 系统 来 说 ， 最 优 控制 问题 是 使 以 下 二 次 型 
评价 函数 达到 最 小 (Least Quadratic Cost Function) 。 


J= A (x"Qx + u' Ru) dt (2.47) 


HF, Q, RERO., WR Q 为 半 正 定 和 矩阵 、R 为 正定 矩阵 ， 且 已 知 系统 是 可 
控 的 ， 则 最 优 控 制 向 量 由 以 下 状态 反馈 来 决定 








u(t) =- Kx(t) (2.48) 
其 中 增益 矩阵 天 由 式 (2.49) 决定 
K-R'BP (2.49) 
XE, PO FYI Riccati 方程 的 对 称 正定 解 
4IP+P4 - PBR`'B'P +Q =0 (2.50) 
将 式 (2.48) 代入 式 (2.45) ， 可 得 闭环 系统 的 状态 方程 为 
x(t) = (A - KB)x(t) (2.51) 
该 方程 的 解 为 
x(t) = giis (2.52) 


x, 为 初始 状态 量 。 闭 环 系统 的 特征 方程 为 4 -KB =0， 其 根 就 是 特征 值 。 若 所 有 特 
征 值 均 具 有 负 实 部 ， 则 闭环 系统 稳定 。 

最 优 控制 的 关键 是 状态 反馈 。 可 以 证 明 ， 只 要 系统 可 控 且 可 观测 ， 则 可 以 通过 
状态 反馈 任意 改变 系统 的 特征 值 ; 即使 原 有 系统 的 特征 值 具有 正 实 部 ， 即 不 稳定 ， 
也 可 以 通过 适当 的 反馈 增益 矩阵 天 使 新 系统 变 得 稳定 。 图 2. 57 是 引入 状态 反馈 的 
控制 系统 的 流程 图 。 


















































十 


图 2.57 ”状态 空间 的 控制 系统 

以 上 就 是 LQ 最 优 控 制 理论 的 基本 框架 。 本 来 求解 Riccati 方程 不 容易 ， 但 现在 
SBI F Matlab 可 以 方便 地 得 到 它 的 解 。 对 于 振动 控制 来 说 ,评价 函 数 (2.47) 的 
物理 含义 可 以 理解 为 使 得 振动 能 量 (第 一 项 ) 最 小 的 同时 ， 使 控制 能 量 (第 二 项 ) 
也 要 最 小 。 遗 贼 的 是 ， 关 于 系数 矩阵 Q、R 的 选取 ， 尚 无 一 个 系统 的 方法 ， 现 在 主 
要 是 利用 计算 机 仿真 进行 调整 。 一 般 地 ，R 的 值 越 小 ， 控 制 的 效果 越 好 ， 但 耗 能 
越 大 。 

4. 准 最 优 控制 理论 (Sub-optimal Control) 
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LQ 最 优 控制 理论 的 前 提 是 建立 在 所 有 状态 量 的 反馈 基础 之 上 的 。 也 就 是 说 ， 
要 获得 最 优 控制 效果 ， 必 须 测量 到 所 有 的 状态 量 并 反馈 回去 。 对 于 实际 的 控制 系统 
设计 来 说 ， 这 是 一 个 苛刻 的 条 件 。 由 于 传感器 设置 场所 的 限制 以 及 成 本 问题 ， 可 能 
无 法 或 者 没有 必要 获得 所 有 状态 量 的 信息 。 在 这 种 情况 下 ， 可 以 应 用 准 最 优 控制 理 
PRE LQ 最 优 控制 理论 。 

假设 可 以 测量 到 的 状态 量 为 z=Sx, 5 为 由 0 和 1 构成 的 变换 矩阵 ， 则 可 以 构 
成 以 下 状态 反馈 








u(t) =- Kz(t) (2.53) 
K, 为 准 最 优 控制 的 反馈 增益 矩阵 。 严 密 求 解 K, 很 复杂 ， 通 常 利用 最 小 范 数 的 方法 
决定 K.， 即 寻找 K, 使 它 与 LQ 最 优 控 制 的 增益 矩阵 kK 的 差 | K, -K || 最小。 其 结 
果 为 








K, = KS™(SS™) `S (2.54) 

这 个 结果 相当 于 把 LQ 最 优 控制 的 增益 矩阵 中 与 测量 不 到 的 状态 量 所 对 应 的 值 去 掉 

而 已 。 所 以 ， 其 设计 过 程 仍 然 是 先 根 据 LQ 最 优 控制 理论 求 得 及 ， 再 通过 式 
(2.54) 的 变换 得 到 天 o 

这 样 ， 虽 然 可 以 很 方便 地 处 理 状 态 量 测量 不 全 的 问题 ， 由 式 (2.54) 决定 的 

部 分 状态 反馈 并 不 能 像 完全 状态 反馈 那样 保证 系统 的 稳定 性 。 所 以 ， 在 实际 应 用 中 

应 加 以 注意 。 一 般 情况 下 ， 应 用 由 式 (2.54) 决定 的 准 最 优 控制 不 会 有 大 的 问题 。 


2.4.4 单 自由 度 系统 的 振动 主动 控制 


这 里 ， 以 单 自由 度 系 统 的 振动 控制 为 例 ， 对 LQ 最 优 控制 的 设计 过 程 进行 说 
明 。 
基于 状态 反馈 的 单 自由 度 振动 控制 系统 如 图 2. 58 
所 示 。 同 时 考虑 上 外 力 (t) SRH u (t) 的 运 
动 方程 为 
mx(t) + cx(t) + kx(t) = F(t) + u(t) 
控制 力 w (1) 是 由 位 移 、 速 度 、 加 速度 等 状态 量 的 反 





























馈 构 成 的 ， 为 图 2. 58 ”基于 状态 反馈 的 
u(t) =- Kx(t) - Kx(t) - Kax(t) 单 自 由 度 振动 控制 模型 














代入 运动 方程 ,得 
(m * KOx(t) + (c+K,)x(t) + (k+K)x(t) = F(t) 
可 见 ， 状 态 反 馈 控制 其 实 是 通过 调整 原 有 系统 的 特性 (质量 、 阻 尼 、 刚 性 ) 来 抵 
御 外 部 激励 的 。 因 此 ， 在 控制 系统 设计 阶段 ， 可 以 暂 不 考虑 外 部 激励 的 影响 ， 而 只 
针对 系统 本 号 的 特性 来 进行 。 这 样 ， 仅 在 控制 力作 用 下 的 系统 的 运动 方程 为 
mx(t) +cx(t) + kx(t) = u(t) 
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所 对 应 的 状态 方程 为 
x(t) = Ax(t) + Bu(t) 
: X X —-c/m  -c/k 1/m 
其 三 三 - - 
其 中 ， n NE | 1 0 IE | 0 | 
系统 的 响应 方程 为 


y(t) = Cx(i) 
选取 C= [0 1]， 即 可 得 到 位 移 响应 。 
根据 LQ 最 优 控制 理论 ， 控 制 信号 u(t) 应 使 以 下 二 次 型 评价 函数 达到 最 小 


1 23], exco + RPG) ) 


1 0 æ 
LETER o mirrors s» 1 coco + Re(D) dto PEL, iade 
制 的 目标 是 使 系统 的 动能 最 小 。 由 于 只 有 一 个 控制 力 ，R 是 一 个 标量 ， 通 过 调节 它 
的 值 ， 可 以 改变 控制 能 量 的 大 小 以 及 控制 效果 。 
图 2. 59 是 系统 的 单位 脉冲 响应 ， 图 2. 60 是 系统 的 频率 响应 函数 。 可 见 ， 状 态 
反馈 控制 改善 了 系统 的 动态 性 能 。 
























x10? 
4 
一 -一 无 控制 
— 有 控制 R-0.001 
il R=0.004 























0 0.05 0.10 0.15 0.20 
时 间 /s 








图 2.59 单 自 由 度 系统 的 冲击 响应 函数 
% R=0. 004 Bf, HX (2.49) 求 得 的 最 优 增益 矩阵 为 玉 = [11.8 0.0]; 当 
R 20.001 时 ， 求 得 的 最 优 增益 矩阵 为 玉 = [27.3 0.0]。 由 于 对 应 于 位 移 状 态 量 
的 增益 等 于 0， 控 制 效 果 是 由 速度 反馈 来 增加 系统 的 阻尼 而 实现 的 ， 而 且 R 越 小 ， 
速度 反馈 增益 越 大 。 


0 0 Ed 
MAH, UE Q = | “| menaa =, eO + 
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Ri (1) ) dt ， 即 把 系统 的 弹性 势能 作为 优化 目标 。 这 时 ， 要 达到 同样 的 控制 效果 ， 
同时 需要 速度 反馈 和 位 移 反馈 ， 而 且 反馈 增益 很 大 ， 也 就 是 说 ， 所 需要 的 控制 能 量 
很 大 。 因 此 ， 对 于 振动 控制 来 说 ， 在 选取 加 权 和 矩阵 Q 时 ， 最 好 是 把 与 速度 项 对 应 
的 值 选 为 1， 其 余 选 为 0。 




















一 一 无 控制 
Susa 有 控制 R=0.001 
一 一 一 -布控 制 R=0.004 
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图 2.60 单 自 由 度 系统 的 频率 响应 也 数 


上 述 基 于 LQ 最 优 控 制 理论 的 振动 控制 设计 方法 ， 可 以 很 方便 地 推广 到 多 自由 
度 系统 的 振动 控制 中 。 


2. 4.5 主动 动力 吸 振 器 


我 们 在 2.3 节 介 绍 了 传统 的 动力 吸 振 器 的 原理 。 这 种 利用 附加 质量 的 被 动 式 动 
力 吸 振 器 对 于 稳定 的 窗 带 振动 很 有 效 ， 但 当 系 统 特性 发 生变 化 以 至 于 偏离 最 优 同调 
频率 时 ， 减 振 效果 会 显著 恶化 ， 特 别 是 当 附加 质 
量 不 大 时 更 是 如 此 。 此 外 ， 当 动力 吸 振 器 的 质量 
给 定 后 ， 最 大 的 减 振 效果 也 就 确定 。 要 想 获得 更 
大 的 减 振 效果 ， 只 有 增 大 吸 振 器 的 质量 ， 这 又 与 
轻 量 化 的 要 求 相 了 矛盾。 为 了 解决 这 些 问题 ， 可 以 
采用 主动 动力 吸 振 器 ， 如 图 2. 61 Hr. 

考虑 到 控制 器 在 主 振动 系 上 施加 作用 力 的 同 
时 ， 反 作用 力作 用 在 吸 振 器 上 ， 该 系统 的 运动 方 
EN OAE, u 为 控制 力 信和 号) 


Mx, + Cx, + c(x, x) + Kx, + k(x, 3) =u 



































图 2.61 主动 动力 吸 振 器 








的 二 自由 度 模 型 


mx, *c(x,-—x,) *k(x,—-x,) --u 


对 上 述 运动 方程 进行 变形 
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m auo "ah cart NM 
C C k k 1 
Ce Ur. WM Acc 


引入 以 下 变量 
质量 比 : u2m/M 
主 振动 系 的 固有 频率 : Q, = /K/M 
阻尼 比 : £, 2 C/(2/MK) » C/(2M0,) 
吸 振 器 的 固有 频率 : w, = V k/m 
阻尼 比 : Z, 2c/ (2/ Mk) =¢c/ (2mo, ) 
进一步 整理 ， 得 


.. ; : 2 1 
x 2 -2( 6, + ON) NL + 20, 4,ux, 一 (人 人 + oL) X, 十 0) [AX 十 M" 
mi B EH 2 2 1 
x, = 2w,4,x, — 20,d,x, 十 ux, — WX — —u 
m 
X= ix, x, x x37 


可 得 系统 的 状态 方程 为 


x = Ax + Bu 


y = Cx 
-2 (Qé +ou) 2e£a - (f top) wu 
其 中 ,A = 2w% -2o0 £, w? -w 
1 0 0 0 
0 1 0 0 


ZEE) 


C= [0 0 1 0] 
根据 最 优 控制 理论 ， 控 制 信号 u (0) 应 使 以 下 二 次 型 评价 函数 达到 最 小 
J= jl ce + Ru )dt 





1000 
à 0 0 0 0 | mE 8 
这 里 取 Q =|，。 o o 2s] AO + Rw (1) )df ， 即 把 主 振动 系 的 动 
0 0 0 0 
作为 最 小 化 目标 ， 通 过 求解 Riccati 方程 ， 可 以 得 到 最 优 反馈 增益 矩阵。 


2 
H 


5 
已 
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作为 举例 ， 假 设 主 振 动 系 的 阻尼 很 小 ， 可 以 忽略 ， 吸 振 带 与 主 系 的 质量 比 j = 
0.1， 图 2.61 中 的 吸 振 器 的 弹簧 刚性 大 由 最 佳 同调 频率 决定 [ 式 (2.26)], 阻尼 
系数 c 由 最 佳 阻尼 决定 [ 式 (2.33) ] 。 也 就 是 说 ， 被 动 动力 吸 振 器 本 吴 处 于 最 优 
设计 状态 。 在 此 基础 上 ， 考 察 主动 动力 吸 振 器 的 效果 。 

图 2. 62 为 主 振动 系 在 冲击 作用 下 的 时 域 响应 。 其 中 ， 实 线 是 被 动 动力 吸 振 器 
单独 作用 下 的 结果 ， 其 余 为 在 此 基础 上 施加 主动 控制 的 结果 。 图 2. 63 为 主 振动 系 
的 频率 响应 曲线 。 这 里 ,沿用 2. 3 节 的 表示 方法 ， 横 轴 为 频率 比 ， 纵 轴 为 振幅 倍 
率 。 可 见 ， 利 用 主动 控制 可 以 大 大 提高 振动 的 控制 效果 ， 而 不 需要 增加 吸 振 此 的 质 





制 效 果 。 





量 。 此 外 ， 实 践 表 明 ， 即 使 主 系 的 特性 发 生 一 定 的 变化 ， 该 方法 仍 能 维持 良好 的 控 
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图 2. 62 主动 动力 吸 振 器 作用 下 的 
主 振动 系 的 时 间 响 应 
一 元 本 出 
一 -一 布控 制 R=0.01 
4 有 控制 R=0.001 
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图 2. 63 ”主动 动力 吸 振 器 作用 
主 振动 系 的 频率 响应 
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以 上 介绍 的 是 动力 吸 振 融 的 主动 控制 方法 。 对 于 实际 的 主动 动力 吸 振 带 设计 ， 
还 应 考虑 元 需 件 本 身 的 性 能 及 信号 检测 方法 。 在 实际 中 ， 把 吸 振 融 与 主 振动 系 之 间 
的 相对 位 移 作为 状态 反馈 量 可 能 更 方便 ， 即 


这 时 ， 需 要 对 状态 方程 作 相 应 的 变形 。 但 是 ， 控 制 设计 方法 是 一 样 的 。 
2.4.6 主动 隔 振 系统 


在 精密 加 工 以 及 精密 测量 中 ， 隔 离 外 界 的 背景 振动 的 干扰 是 一 个 重要 的 技术 要 
求 。 隔 振 台 就 是 针对 上 述 需要 而 开发 出 的 产品 。 一 般 的 隔 振 台 选 用 空气 弹簧 作为 支 
返 元 件 ， 称 为 被 动 式 隔 振 台 。 但 是 ， 单 纯 的 被 动 式 隔 振 台 已 不 能 满足 日 新 月 异 的 纳 
米 制造 等 超 精 密 技术 的 发 展 要 求 ， 需 要 导入 主动 隔 振 技 术 。 在 本 节 中 ， 我 们 仍 以 音 
自由 度 系统 为 例 ， 对 主动 隔 振 控制 技术 做 一 下 介绍 。 

图 2. 64 是 主动 隔 振 系统 的 力学 模型 。 隔 
振 台 用 一 个 刚体 质量 来 代表 ， 其 振动 位 移 用 a 
表示 ， 地 面 的 背景 振动 用 x, 表示。 该 系统 的 运 
动 方 程 为 

mx-c-c(x-x)--k(x-x)-F-*u 
这 里 ， 考 虑 到 一 般 的 情况 ，F 为 作用 在 隔 振 台 MoH ESSURANUTTES 
上 的 干扰 力 ，v 为 主动 控制 力 。 对 该 方程 进行 变形 ， 得 

1 























" c. k c. k 1 
x 二 一 一 X 一 一 X +x, 十 一 X% +—F +—u 
m m ms më m 





= -2w % — wx +260,%, tx, -lp -"- 
: py 
其 中 ， 隔 振 台 的 固有 频率 : o, = vk/m; 阻尼 比 : £z c/(2/ mk) 2c/(2mo,) o 
定义 状态 向 量 、 输 入 向 量 和 输出 向 量 分 别 为 
= 
可 得 系统 的 状态 方程 为 
x = Ax + Bu 
y = Cx + Du 
apa s d 8 o) l/m H 
1 0 0 0 0 0 
[1 0 
C-|0 1 
L0 0 
得 到 系统 的 状态 方程 后 ， 可 以 应 用 最 优 控 制 理论 设计 出 状态 反馈 控制 。 但 是 ， 








0000 
,D=|0 0 0 0 
0100 
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作为 举例 ， 这 里 我 们 采用 古典 控制 理论 来 设计 主动 隔 振 系 统 ， 思 路 仍然 治 用 前 面 介 
绍 的 刚体 运动 控制 的 方法 ， 即 在 位 移 反馈 系统 中 ， 引 入 速度 反馈 校正 和 PI 校正 环 
Beo 

图 2. 65 是 所 设计 的 控制 系统 的 Matlab/Simulink 模型 。 其 中 ， 利 用 状态 方程 来 
表现 如 图 2. 64 所 示 的 力学 模型 。 这 里 ， 把 隔 振 人 台 与 地 面 的 相对 位 移 作 为 反馈 信号 。 
这 样 做 一 方面 是 因为 检测 相对 位 移 容易 一 些 ， 另 一 方面 可 以 保证 在 极 低频 率 上 隔 振 
合 对 地 面 运动 的 追踪 性 能 。 这 在 精密 制造 中 是 很 有 必要 的 ， 因 为 隔 振 台 不 光 是 要 隔 
离 掉 高 频 干 扰 ， 还 要 保持 与 周边 设备 的 相对 位 置 不 变 。 
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图 2.65 单 自由 度 系 统 主动 隔 振 的 Matlab/Simulink 模型 (avi_sdof) 
图 2. 65 中 假定 地 面 的 位 移 已 知 ， 通 过 近似 微分 得 到 地 面 的 速度 ， 然 后 通过 计 
算 从 地 面 到 隔 振 台 之 间 的 振动 传递 率 ， 可 以 方便 地 选择 适当 的 增益 。 作 为 参考 ， 表 
2.3 给 出 所 用 的 Matlab 计算 程序 。 
图 2. 66 所 示 为 振动 传递 率 的 计算 结果 。 隔 振 台 本 身 的 固有 频率 定 为 1Hz， 阻 
尼 比 为 0.1。 实 线 是 在 没有 主动 控制 状态 下 的 传递 率 ， 虚 线 是 把 阻尼 比 提高 为 0.2 
时 的 结果 。 可 见 ， 增 加 阻尼 可 以 抑制 共振 频率 处 的 振幅 ， 但 却 降低 了 高 频段 的 隔 振 
效果 。 这 就 是 2. 2 节 所 介绍 的 被 动 隔 振 系统 的 制约 。 作 为 对 照 ， 点 线 和 点 画 线 是 在 
阻尼 比 为 0.1 时 的 主动 控制 的 结果 。 可 见 ， 引 入 主动 控制 后 ， 可 以 大 幅度 降低 共振 
频率 处 的 传递 率 ， 同 时 保证 高 频段 的 隔 振 性 能 不 恶化 。 这 就 是 主动 隔 振 系统 的 最 大 
优点 。 

实际 的 隔 振 台 由 3 fasc PERULA 角 文 撑 。 作 为 主动 控制 的 执行 器 ， 和 常用 电磁 式 激 
振 器 。 隔 振 台 本 身 一 般 可 以 认为 是 一 个 刚体 ， 在 空气 弹簧 支撑 下 具有 6 个 刚体 自由 
度 ， 即 平移 自由 度 X、Y、Z 和 旋转 自由 度 R.、R, 、R,。 所 以 ， 执 行 需 的 个 数 与 位 
置 应 能 保证 这 6 个 自由 度 可 控 。 同 样 ， 选 取 的 传感器 的 个 数 和 安装 位 置 应 保证 可 以 
测量 到 这 6 个 方向 上 的 运动 。 旋 转运 动 无 法 直接 测量 ， 只 能 通过 两 个 同 向 而 不 同 轴 
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的 平移 运动 量 换算 出 来 。 例 如 在 X 方向 布置 1 个 传感器 和 1 个 执行 器 、 在 Y 方向 
布置 2 个 传感器 和 2 个 执行 器 、 在 乙方 向 上 布置 3 个 传感器 和 3 个 执行 器 ， 则 隔 振 
台 的 6 个 刚体 运动 完全 可 以 控制 。 当 然 ， 为 了 降低 硬件 的 成 本 ， 可 以 根据 具体 应 用 


情况 选择 


性 地 控制 个 别 方向 的 运动 ， 这 样 可 以 节省 传感器 和 执行 咒 的 数目 。 近 年 





来 ， 隔 振 台 的 大 型 化 和 轻 量化 趋势 导致 其 弹性 模 态 较 易 被 激励 起 来 。 因 此 ， 在 控制 
器 的 设计 中 ， 一 般 应 加 上 低 通 滤波 器 ， 使 得 刚体 模 态 频率 以 上 的 控制 力 得 到 迅速 误 
减 ， 以 降低 激励 起 隔 振 台 弹 性 模 态 的 风险 。 


表 2.3 Matlab 计算 程序 


% Active vibration isolation of a SDOF system. Ren 

clc 

clear 

clf 

% 

% state space representation of the sdof system 

96 

m = 1500.0; % table mass 
wnz2*pi*l % natural freq = 1 Hz 
k-2wn2*m; % air spring 

zeta 20.1; % damping ratio 20. 1 
C=2 * zeta * wn * m; % damping coefficient 
96 

Az[-c/m -k/m 


1 


0]; 


B=[c/mk/m l/m l/m 


c=[10 
01 
00]; 





0000]; 


D-[0000 


000 
010 
% 
% control p 


% 


0 
0]; 


arameters 


Kp 21.0; Kv 210000.0; Ki 2100.0; 
freq = 1000; 
f = linspace( 0. 01 ,freq , 100000 ) ; 


W=2* pi* 


f; w=w'; f=f; 


[ amat, bmat , cmat , dmat | = linmod2 ( 'avi_ sdof') ; 


[ magl , phasel , w] = bode( amat, bmat , cmat , dmat,1 ,w) ; 
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% 

% results plot 

% 

figure(1) 

loglog( f, mag1 ( 1,1) ,' 2 r') ; 

ylabel( 'mag') ; 

xlabel( 'frequency ( Hz)') ; 

axis( [0.01 100 1.0e -3 10]) ; 
set(gca, 'YTick',[1.0e -3,1.0e -2,1.0e - 1,1,10]) ; 
grid on 

hold on 

96 

figure(2) 

semilogx(f, phasel ( :,1) ,' 21"); 
axis( [0.01 100 -180 0]); 
set(gca, YTick’,[ -180, -90,0]); 
ylabel( 'phase( deg) ') ; 

xlabel( 'frequency ( Hz)') ; 










































grid on 
hold on 
om . 
gc» 
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图 2.66 主动 隔 振 控 制 的 结果 〈 凡 例 中 的 zeta 代表 阻尼 比 ) 
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最 后 应 该 指出 ， 如 图 2.65 所 示 的 单个 方向 上 的 控制 系统 可 以 方便 地 扩展 到 隔 
振 台 的 六 自由 度 控 制 中 去 。 其 方法 是 : 先 不 考虑 具体 的 传感器 和 执行 器 的 位 置 ， 把 
目标 定 为 隔 振 台 的 重心 ， 根 据 重心 的 6 个 自由 度 可 以 计算 出 所 需 的 作用 在 重心 上 的 
控制 力 (3 个 平 进 力 ，3 个 转 矩 ) 。 这 个 过 程 可 以 在 每 个 自由 度 上 独立 进行 ， 就 像 
图 2. 65 所 示 那 样 。 最 后 ， 只 需 根 据 刚 体 运 动 规律 把 重心 位 置 的 情报 转换 为 各 个 传 
感 器 的 响应 ， 把 计算 出 的 作用 在 重心 上 的 等 效 控制 力 分 配 到 各 个 执行 器 中 去 即 可 。 

利用 计算 机 辅助 工程 (CAE) 对 包括 控制 系统 特性 在 内 的 结构 动 特 性 进行 分 
析 ， 是 目前 产品 开发 中 的 重要 技术 手段 。Matlab 为 控制 系统 的 设计 提供 了 便利 的 工 
具 。 一 方面 ， 根 据 有 限 元 模型 或 机 构 解 析 模 型 得 来 的 结构 的 动 特性 ， 可 以 用 状态 空 
间 的 表现 方法 纳入 到 Matlab/Simulink 控制 模型 中 去 (如 图 2.65 所 示 )， 从 而 可 以 
在 考虑 上 结构 动 特性 的 情况 下 对 控制 参数 进行 调整 ， 男 一 方面 ， 现 有 的 主要 商用 结 
构 及 机 构 分 析 软 件 (如 Nastran, Abaqus, Adams) 都 具有 传递 函数 的 表现 功能 ， 
因此 ,也 可 以 反 过 来 把 控制 系统 导入 到 有 限 元 或 多 体 动力 学 软件 中 来 例如 
MSC. Nastran 中 的 TF (Transfer Function) 和 EPOINT (Extra Point) 功能 足以 表现 
一 般 的 控制 系统 的 传递 函数 。 这 样 ， 可 以 考察 控制 系统 对 结构 动 特性 的 影响 ， 如 不 
稳定 的 发 散 振动 等 。 
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前 面 两 章 主 要 以 单 自由 度 系统 为 例 ， 对 机 械 振动 及 其 控制 做 了 介绍 。 尽 管 实际 
中 有 不 少 情况 直接 可 以 利用 单 自由 度 系 统 进行 等 价 ， 但 是 多 数 情况 下 的 结构 振动 必 
须 用 更 复杂 的 多 自由 度 系 统 来 表现 。 本 章 将 对 这 种 复杂 系统 的 振动 分 析 方法 进行 说 
明 ， 着 重 对 模 态 分 析 技 术 及 其 在 动力 响应 计算 中 的 应 用 加 以 阐述 ， 最 后 对 多 自由 度 
系统 的 振动 控制 进行 介绍 。 


3.1 多 自由 度 系统 的 运动 方程 














在 第 1 章 的 概述 里 我 们 已 经 说 过 ,实际 的 机 械 结构 都 是 连续 的 弹性 体 ， 理 论 上 
具有 无 限 多 的 自由 度 。 除 了 较为 简单 的 情况 ， 例 如 简单 边界 条 件 下 的 弦 、 梁 的 振 
动 ， 可 以 从 求解 微分 方程 得 到 精确 解 以 外 ， 一 般 需 要 对 研究 对 象 进行 离散 化 处 理 ， 
建立 有 限 多 个 自由 度 的 低 阶 模型 。 有 限 元 分 析 方法 就 是 一 种 典型 的 离散 化 方法 。 图 
3. 1 所 示 为 用 不 同 自 由 度 的 离散 模型 来 表现 悬臂 粱 不 同 振动 形态 的 示意 图 


Fa FN A 


图 3.1 用 不 同 自由 度 的 离散 模型 来 表现 悬臂 梁 的 不 同 振动 形态 
a) 由 度 近 似 b) 二 自由 度 近似 c) 三 自由 度 近似 

简单 地 说 ， 离 散 化 就 是 利用 集 

中 力学 元 件 (质量 ， 弹 簧 ， 阻尼) 

的 组 合 来 表现 连续 分 布 的 质量 及 刚 

性 等 力学 特性 。 离 散 化 的 过 程 其 实 

是 一 个 力学 模型 的 建立 过 程 。 我 们 

暂 不 讨论 离散 化 的 具体 方法 ， 而 直 

接 以 离散 化 后 的 系统 为 对 象 ， 来 探 图 3.2 一 个 三 自由 度 振动 系统 的 力学 模型 
讨 多 自由 度 系统 的 振动 问题 。 

2 mu c E 

元 件 连 接 起 来 。 在 外 力 正 作用 下 ， 对 于 每 一 个 质点 ， 列 出 其 动力 平衡 方程 ， 可 得 
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下 列 方程 组 





max, +x (x, — x) t kx, +k, (x-2) = F, 
mxXy +c, (xX, — xX,) +e (x, —x,) +k, (x, x) +k (x, -x%) =F 
m4X, + C,(X4 — X4) t eX, + k(x, — x) + kx, = F 
整理 后 ,得 到 以 下 用 和 矩阵 形式 表示 的 运动 方程 
[m]ix] +[e]{x} +[k]{x} = {F} (3.1) 
其 中 ， 


=h; 
0 -k, k, +k, 
{x} = {x 

式 (3.1) 虽然 是 针对 一 个 三 


运动 方程 的 一 般 形 式 。 


Xa 34], 1 F] = 


(F, F, FI 


自由 度 系统 得 到 的 ， 但 其 形式 代表 了 多 自由 度 系统 的 


以 上 方程 是 根据 牛顿 运动 定理 得 来 的 。 对 于 复杂 的 系统 ， 
运动 方程 的 方法 是 拉 格 朗 日 法 (Lagrange 





更 为 有 效 的 推导 系统 
s Method) 。 其 表达 式 为 
d(àLY, 9D ðL 
XE, L-T-U, T, U, 了 分别 代 表 系 统 的 动能 、 势 能 和 耗 散 能 ; q; (i=1 ~n) 
为 一 般 化 坐标 ; 0，(i=1 ~n) 为 一 般 化 力 。 对 于 n 自由 度 系统 ， 有 以 下 定义 
sg nd, = lalim] lg} 
NH gq) [k] {q} 
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(= Celah (gp) - o, (25) te1tdl 
(2) = 0, (3€) e tll 
Aq, 7x, Q = 下 ,将 以 上 关系 代入 式 (3.2) 整理 ， 即 可 得 到 式 (3.1), 


3.2 多 自由 度 系统 振动 的 直接 解法 


在 第 1 章 关 于 单 自由 度 系统 的 阐述 中 ,我们 讨论 了 系统 在 正弦 激励 力作 用 下 的 
稳 态 啊 应 与 脉冲 激励 力作 用 下 的 瞬 态 响应 问题 。 对 于 多 自由 度 系统 ， 这 种 利用 典型 
激励 力 来 研究 系统 振动 特性 的 手段 依然 有 效 。 这 里 ， 我 们 来 求解 多 自由 度 系统 的 频 
率 响应 和 有 瞬 态 响应 。 


3.2.1 稳 态 频 率 响 应 


结构 受到 稳 态 激励 力作 用 的 例子 在 实际 中 随处 可 见 ， 例 如 旋转 机 械 由 于 偏心 引 
起 的 振动 ， 高 速 行驶 中 的 汽车 由 于 轮胎 的 不 均匀 质量 分 布 而 引起 的 车 体 振动 (Car 
Shake)， 还 有 飞机 、 船 舶 的 螺旋 桨 等 。 对 于 这 类 振动 问题 ， 往 往 可 以 在 频 域 给 出 激 
励 力 的 明确 定义 。 在 频 域 直接 求解 方程 式 (3. 1) ， 即 可 得 到 系统 的 频率 响应 。 
把 激励 力 向 量 表示 为 简 谐 激励 力 | 了 = | (ww)1e”“， 则 式 (3.1) 变 为 
[m]ix| + [e] ixl * [E]ix] = {IF(w)le™ (3.3) 
同样 ， 可 以 假定 系统 的 响应 也 具有 简 谐 特征 


fx} = {x(w)le™ 














代入 式 (3.3)， 可 得 


- e [m]ix(o) Le" +jolc]{x(w) Le" + [k] ix(o) Je" = (Fo) Te 
即 
(7 et [m] *jele] * [£]) Ix(v) |] = CPC) ] (3.4) 
于 是 ， 系 统 的 频率 响应 为 
ix(9)] = Cc of [m] *jele] € [kK]) "1FCo)] (3.5) 


在 每 个 频率 成 分 上 进行 式 (3.5) 的 运算 ， 可 以 得 到 需要 的 所 有 频率 上 的 振动 响应 。 
Ex: 以 上 运算 是 在 复数 领域 进行 的 ， 所 得 结果 也 是 复数 ， 可 以 用 实 部 和 虚 部 表 
示 ， 也 可 以 用 振幅 和 相位 来 表示 。 男 外 ， 实 际 的 计算 并 不 直接 进行 矩阵 求 逆 ， 而 是 
采用 矩阵 分 解 的 方法 ， 有 具体 说 明 参 见 第 5 章 的 内 容 。 在 第 1 章 中 指出 过 ， 结 构 阻 尼 
可 以 当 作 刚性 的 虚 部 来 对 待 ， 也 就 是 说 ， 考 虑 上 结构 阻尼 后 ， 刚 性 矩阵 本 身 是 一 个 
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复数 矩阵 。 由 于 复数 矩阵 可 以 直接 参与 式 (3.3) ~ (3.5) 的 计算 ， 在 频率 响应 分 析 
中 ， 可 以 方便 地 考虑 上 结构 阻尼 ， 而 不 像 时 域 响应 分 析 那 样 不 能 直接 处 理 结构 阻 尼 
(后 面 章节 中 将 介绍 ) 。 

当 系 统 自 由 度 很 大 时 ， 求 解 方程 式 (3.4) 非常 费时 ， 这 是 直接 解法 的 最 大 缺 
点 。 例 如 对 于 100 万 自由 度 的 系统 ， 在 每 个 频率 上 ， 相 当 于 求解 百 万 个 联 立方 程 
组 。 如 果 需 要 200 个 频率 上 的 结果 ， 就 要 进行 200 次 这 样 的 运算 ， 其 运算 量 是 相当 
可 观 的 。 


3.2.2 BZS AŤ iE 


在 上 面 的 稳 态 响应 分 析 中 ， 我 们 假定 激励 力 的 大 小 和 频率 特征 是 稳定 的 。 本 节 
中 ， 我 们 要 讨论 激励 力 随时 间 快 速 变 化 的 情况 ， 例 如 突然 产生 的 冲击 力 等 。 瞬 态 激 
Jj] ( Transient Excitation) 的 含义 是 指 经 过 一 个 短暂 时 间 就 消失 掉 的 激励 力 ， 这 里 我 
们 泛 指 幅 值 随时 间 快 速 变 化 的 激励 力 。 这 时 ， 我 们 假定 激励 力 随 时 间 变 化 的 关系 可 
以 明确 地 给 出 ， 于 是 ， 时 域 里 的 运动 方程 为 
[m]ix()] + Eelis) + [k]ia(0)] = FEG) (3.6) 
在 求解 频率 响应 时 ， 把 微分 方程 式 (3. 3 ) 转 化 成 了 代数 方程 来 求解 。 在 时 域 里 求解 
上 述 方程 时 ， 同 样 需要 把 它 转 化 为 代数 方程 ， 这 需要 利用 数值 积分 的 方法 。 最 直接 
的 方法 就 是 利用 中 央 差 分 原理 。 
设 积分 步 长 为 Ai( 通 常 是 固定 的 ) ， 则 速度 和 加 速度 可 以 由 差分 方法 得 到 
s 1 
[s] = zA in 
1 
”AP 

















T Xi | 


EA 
代入 到 式 (3.6) 整 理 ， 可 得 
(Und ed) + (p - 208] + (Hl Sel), = 


ER 一 2Xi; + Xj, | 














AP 2At Ar AP 2At 
在 此 定义 
_ [m] Le] _2[m] _ c] [m] 
t4] = Ple el pa] 2208) - pg, pa] = D] - Us. 
得 
[a] {xal = [35] 1d F [az] {xal F {F;} (3.7) 





这 个 方程 显示 ， 时 刻 i+1 Aa VA RETA i KATZ i -1 的 结果 得 到 。 这 是 典型 
的 显 式 多 步 法 (参见 第 5 章 ) 。 

通常 ， 启 动 多 步 法 需要 先 求 出 两 个 时 刻 的 值 以 后 才 可 以 进行 。 具体 地 说 ,假定 
0 时 刻 的 值 jxo} 已 知 ， 还 需要 知道 在 此 之 前 的 一 个 时 刻 的 值 1x ,}。 这 里 ， 我 们 利 
用 初始 条 件 来 确定 这 个 值 。 设 系统 的 初始 值 为 xo} lah il, MARSI 
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法 可 得 
1 
{xo} = za ln E a1 
: 1 
E Aga -2x, +x) 
由 此 可 以 求 得 
ls LIA, NN 


求解 方程 式 (3.7) ， 需 要 对 和 矩阵 [ a, ] 进行 三 角 分 解 (关于 矩阵 的 三 角 分 解 ， 请 
参阅 5.2 节 的 内 容 ) ， 也 就 是 需要 对 质量 矩阵 和 阻尼 矩阵 进行 分 解 ， 但 不 需要 对 刚 
性 矩阵 进行 分 解 。 如 果 不 考虑 阻尼 ， 且 质量 矩阵 为 对 角 阵 (通常 如 此 ) ， 则 方程 式 
(3.7) 已 经 解 厢 ,不 需要 对 [a ] 进 行 分 解 ， 可 以 直接 得 到 方程 的 解 ， 计 算 效 率 非常 
高 。 这 是 中 央 差 分 法 的 主要 优点 。 

但 是 ， 作 为 显 式 解 法 ， 中 央 差 分 法 的 缺点 是 积分 步 长 必须 满足 小 于 临界 步 长 
Ai 的 条 件 






































At x At, = T/T = 2/0, 

HF, T, 为 系统 的 最 小 振动 周期 ，w, 为 与 之 对 应 的 最 大 角 频 率 。 如 果 积 分 步 长 大 
于 这 个 临界 值 ， 则 结果 发 散 。 这 个 性 质 称 为 数值 积分 的 条 件 稳定 性 。 条 件 稳定 性 可 
以 从 一 个 极端 情况 看 出 : 考虑 质量 为 0 并 且 阻 尼 为 0 的 特殊 情况 。 这 时 ， 系 数 矩 阵 
[al] 为 0， 为 了 满足 方程 式 (3.7)，|x;,i| 必须 为 无 穷 大 。 事 实 上 ， 此 时 7, 20, 无 
iE At 取 多 小 的 值 ， 都 无 法 满足 稳定 性 条 件 ， 结 果 都 发 散 。 显 式 解 法 的 条 件 稳定 性 
限制 了 可 采用 的 积分 步 长 ， 对 于 质量 很 小 而 刚性 很 大 的 系统 ，7, 很 小 ， 积 分 步 长 
At 也 应 很 小 ， 计 算 效 率 会 很 低 。 

为 了 克服 临界 步 长 的 限制 ， 可 以 采用 无 条 件 稳 定 的 隐 式 解法 。 这 里 ,我 们 介绍 
MSC. Nastran 所 采用 的 方法 。 引 入 以 下 位 移 及 作用 力 在 3 个 时 刻 上 的 平均 




















1 
E 73 a + %; xul 
IF] = IE + P+ P| 
整理 后 ， 可 得 以 下 新 的 方程 
[A] Bd = [A,]{x;} t [A] ixa] t (Ail (3.8) 


这 里 ， 新 的 系数 矩阵 定义 如 下 : 
_ [m] , Lc] .2[m] [k] 
Me 3AP 2A 3^ ^ 3Ar 3^ 
__ lm]| [e] _[k] 
[4.] a 3AP 2At 3 9 





十 
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144| - HF 


由 于 方程 右边 含有 i+1 时 刻 的 载荷 ， 该 解法 属于 隐 式 解法 ， 积 分 步 长 不 受 临 
界 值 的 限制 。 例 如 考虑 [m] =0 与 [c] =0 的 特殊 情况 ， 这 时 ， 方 程式 (3. 8) 变 为 
[k]ix,] = 二 | 

这 是 一 个 静 力 平衡 方程 ， 解 是 存在 的 ， 不 像 显 式 解法 那样 变 得 不 稳定 。 

该 解法 的 另 一 个 特点 是 还 需要 对 刚性 矩阵 进行 分 解 (因为 系数 矩阵 [A] PE 
有 刚性 矩阵 ) 。 这 点 会 增加 计算 的 成 本 ， 是 隐 式 解法 的 一 个 缺点 。 如 果 At 固定 ， 
则 只 需要 一 次 分 解 即 可 ; 如 果 At 变动 ， 则 需要 重新 分 解 ， 使 计算 负 谷 进一步 增 大 。 

计算 开始 时 ， 设 初始 加 速度 为 0， 初 始 位 移 和 初始 速度 分 别 为 x。、x。， 则 可 以 
Bog ix). Fats EAT: 

1z = [xo] - Ati 
[Fa] = [k]{æa] *lelixi 
US = [k] {xo l * [ec] {xo} 

最 后 需要 指出 的 是 ， 上 述 系数 和 矩阵 必须 是 实数 矩阵 才 可 以 进行 以 上 运算 。 也 就 
是 说 ， 如 果 存 在 结构 阻尼 的 话 ， 不 能 像 频率 响应 分 析 那 样 用 刚性 的 虚 部 来 表示 ， 而 
应 该 先 把 它 转化 为 等 价 的 粘性 阻尼 ， 从 而 并 入 阻尼 和 矩阵 [c] 中 去 。 

应 注意 , 尽管 隐 式 解法 对 于 At 没有 上 限 要 求 ， 实 际 上 At 应 该 足够 的 小 ， 以 能 
够 精确 地 表现 动 载荷 的 频率 特征 。 一 般 取 Ai<0. Ta, To 为 动 载荷 的 最 短 周期 。 

同 频率 响应 分 析 的 直接 解法 一 样 ， 对 大 规模 系统 来 说 ， 瞬 态 时 域 响应 的 直接 解 
法 运算 量 也 很 可 观 。 


+F, +F} 


计 1 





























3.3 多 自由 度 系统 的 模 态 分 析 


3.3.1 概述 


上 面 介 绍 的 直接 求解 联 立 运动 方程 的 振动 响应 的 直接 解法 ， 一 方面 计算 工作 量 
非常 大 ， 男 一 方面 只 是 得 到 了 结构 的 响应 ， 却 没有 得 到 关于 系统 振动 特性 的 本 质 情 
报 。 这 对 于 深入 分 析 及 采取 有 效 的 措施 来 说 不 够 充分 。 更 为 有 效 的 方法 是 基于 模 态 
分 析 的 振动 解析 方法 。 模 态 分 析 是 提取 结构 固有 的 特征 参数 的 方法 。 这 些 参 数 本 身 
与 外 部 激励 力 无 关 ， 但 却 揭示 了 系统 本 身 的 动 特性 以 及 在 外 力作 用 下 结构 如 何 响应 
的 趋势 。 这 些 信 息 对 于 采取 有 效 的 减 振 措施 非常 重要 。 另 外 ， 在 得 到 模 态 参数 后 ， 
可 以 把 原 有 的 在 物理 坐标 上 表示 的 系统 运动 方程 转换 到 模 态 坐标 上 去 ， 从 而 达到 快 
速 计算 结构 响应 的 目的 。 

所 谓 结构 本 号 固有 的 振动 特性 ， 就 是 指 在 脉冲 激励 力作 用 后 的 自由 振动 特性 。 
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由 第 1 章 中 的 关于 单 自 由 度 系统 的 振动 分 析 可 知 ， 自 由 振动 的 频率 就 是 系统 的 固有 
频率 ， 由 系统 的 质量 及 刚性 所 决定 。 对 于 单 自 由 度 系统 ， 国 有 频率 只 有 一 个 ， 所 对 
应 的 振动 形态 也 只 有 一 个 。 我 们 把 这 种 与 固有 频率 相对 应 的 振动 形态 叫做 模 态 。 例 
如 图 3. 1 所 示 的 悬臂 粱 的 3 个 振动 形态 就 是 其 1 阶 、 2 阶 和 3 阶 振动 模 态 。 单 自由 
度 系 统 只 有 一 个 振动 模 态 ， 而 对 于 多 自由 度 系 统 ， 则 有 与 系统 自由 度数 一 样 多 的 模 


太 


No 


如 果 物 理 坐 标 上 有 个 自由 度 ( 质 量 和 刚性 矩阵 为 n x n WEE), WMRRA n 
个 横 态 。 乍 一 看 ， 进 行 横 态 分 析 并 没有 减少 分 析 自 由 度 的 个 数 ， 但 这 里 有 着 本 质 的 
不 同 。 首 先 ， 把 物理 坐标 上 的 运动 方程 转换 到 模 态 坐标 上 去 ， 有 可 能 把 相互 耦合 的 
方程 解 厢 ， 从 而 大 幅度 简化 计算 量 。 其 次 ,实际 中 结构 的 振动 响应 基本 上 由 低 阶 的 
几 个 或 几 十 个 模 态 所 决定 (基本 上 由 所 需 频 率 上 限 的 2 倍 以 内 的 模 态 所 决定 ) ， 高 
阶 模 态 可 以 略 去 不 计 ， 因 此 ， 在 模 态 坐标 上 可 以 大 大 地 减少 分 析 的 自由 度 个 数 ， 达 
到 快速 计算 结构 响应 的 目的 。 也 就 是 说 ， 在 物理 坐标 上 ， 我 们 无 法 判断 哪些 自由 度 
对 响应 的 贡献 大 ， 哪 些 自由 度 对 响应 的 页 献 小 ， 也 就 无 法 做 出 取舍 。 但 是 ,一旦 转 
换 到 模 态 坐标 上 ， 根 据 回 有 频率 的 大 小 顺序 ， 可 以 方便 地 判断 出 模 态 自由 度 的 重要 
度 ， 从 而 做 出 取舍 。 

模 态 分 析 有 实验 的 方法 ， 也 有 解析 的 方法 。 实 验 模 态 分 析 是 通过 脉冲 或 随机 激 
励 来 测量 结构 的 传递 函数 ， 并 通过 曲线 拟 合 的 方法 达到 提取 模 态 参数 ( 固有 频率 、 
模 态 形状 、 模 态 阻 尼 ) 的 目的 。 这 是 一 个 参数 识别 的 过 程 。 解 析 的 方法 则 是 从 系统 
运动 的 线性 齐 次 方程 出 发 ， 进 行 特征 值 分 析 。 这 里 ， 我 们 主要 针对 解析 方法 做 一 下 


介绍 。 




















3.3.2 特征 值 与 特征 向 量 
研究 系统 振动 的 固有 特征 ， 出 发 点 是 无 阻尼 自由 振动 。 其 运动 方程 式 为 





[mixz * [k]ix] =0 (3.9) 
XH, [m], [k] X(n xn) MEREK., BELENERA für iid zu, Du] 
Is] = 1$] e 
代入 式 (3.9)， 可 得 
([k] -w [lm]){$} =0 (3.10) 





在 数学 上 ， 上 式 称 为 一 般 化 特征 值 问题 (参见 第 5 38) 。 可 以 把 它 转 化 为 以 下 标准 
特征 值 问题 





([A] - A[1]) 16] =0 (3.11) 
这 里 ，[4] =[m] -!'[k] ，[7] 为 单位 矩阵 , A =w?。 

方程 式 (3. 11) B A 称 为 系统 的 特征 值 ，|$} 为 与 之 相对 应 的 特征 向 量 。 方 程 
式 (3.10) 或 (3. 11) 的 一 个 显而易见 的 解 是 |$} =0， 这 对 应 于 系统 停止 状态 ， 因 此 
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RALE, Elp #0 HREF, FERC. 10) 的 解 必 须 满足 以 下 行列 式 为 0 
的 条 件 

[5] - et [m] | 20 (3.12) 
这 是 一 个 线性 代数 方程 ,求解 它 可 以 得 到 一 系列 w,(i=1, 2, 3，…)， 即 系统 的 固 
有 频率 。 进 而 由 方程 式 (3. 10) ， 可 以 得 到 与 之 对 应 的 特征 向 量 1$| 。 对 应 于 每 一 个 
wi， 有 一 个 特征 向 量 1$} ， 它 反映 了 模 态 的 形状 ， 因 此 也 称 模 态 向 量 。 把 所 有 的 

















特征 向 量 放 在 一 起 ， 可 以 构成 一 个 特征 向 量 和 矩阵 [$] ， 也 称 为 模 态 和 矩阵。 
KA Pr E Pin 
[6l = [4 d e o| n Tn o ot 
Lo Po c7 9, 





特征 值 求解 方法 大 体 可 以 分 为 矩阵 相似 变形 法 和 迭代 法 。 前 者 是 根据 矩阵 的 相 
似 变形 把 矩阵 [4] 2 [m] 一 [ 缮 变换 成 对 角 和 矩阵 ， 从 而 一 举 得 到 所 有 的 特征 值 和 特 
征 向 量 ; 后 者 则 是 利用 迭代 解法 逐次 求解 所 需要 的 特征 值 和 特征 向 量 。 把 二 者 的 优 
点 结合 起 来 的 混合 法 是 目前 有 限 元 分 析 中 的 主要 解法 ， 其 代表 就 是 Lanczos 法 。 

关于 特征 值 分 析 的 详细 介绍 ， 请 参见 5. 4 的 内 容 。 这 里 ， 以 一 个 二 自由 度 系统 
为 例 ， 举 例 说 明 特 征 值 及 特征 向 量 的 概念 。 

图 3. 3 所 示 的 二 自由 度 系统 的 自由 振动 由 以 下 方程 决定 


k +k, -k 
e Heg ni] 
- k, k, 0 m X» 












































图 3.3 二 自由 度 系统 (为 便于 表示 ， 








模 态 变形 在 水 平方 向 画 出 ) 
a) 物理 坐标 “b)1 MRS c)2 阶 模 态 


容易 求 得 对 应 的 特征 值 为 
A, = 9 = (hi 2k, - VR e AR) 
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ieu zh + 2k, + JE AID) 
对 应 于 w, ， 特 征 向 量 为 |$, | ix. x 上 '， 满 足以 下 方程 


[^ +k, "i afm a 
- wi =0 
- k, k, 0 m-/'ix, 


i +k, -wm - k, ul 0 
- k, k, -wim x 


将 特征 值 wo? 的 表达 式 代 入 ， 可 以 证 明 以 上 方程 的 系数 矩阵 的 行列 式 为 0， 所 以 
16i! = EZA X» B 的 非 零 解 不 唯一 。 x Ml x AARNE, 只 要 它们 的 比 满足 以 下 
关系 





即 








2 
Xy k, _ k, -wm 





Xn h+k -om k, 
这 就 是 特征 向 量 的 特点 ， 即 由 特征 向 量 代表 的 模 态 形状 表示 的 是 一 个 相对 变形 的 关 
系 。 同 样 ， 对 于 2 阶 模 态 的 固有 频率 w,， 可 以 得 到 对 应 的 模 态 向 量 | $,) = {x 
xw| ， 满 足下 列 比 例 关系 


2 
Na k, _ k, - wm 











= 5 一 
X» kı +k, m k, 


如 果 将 质点 2 的 模 态 变形 进行 正规 化 ， 则 模 态 形状 可 以 用 以 下 矩阵 表示 
[$1 2 (6 &l«[ 





Xy / X3 enl 
1 1 
如 果 取 m=2.0kg, k, 21000. ON/m, k, 21500. ON/m, MÆ 
€, = 14. 47rad/s,w, = 42.32rad/s 
0.7208 - 1. DM 


2 0708,75 --L3874,[4] = | 
可 见 ，1 阶 模 态 两 个 质点 的 振动 同 相 ， 而 2 阶 模 态 的 两 个 质点 的 振动 反 相 。 模 态 形 
状 如 图 3. 3b 和 图 3. 3c 所 示 ( 为 便于 表示 ， 模 态 变 形 在 水 平方 向 画 出 ) 。 

再 次 指出 ， 不 能 混淆 物理 坐标 上 的 响应 (xi，x, ) 与 模 态 变形 (xz ，x ;xp， 
x» ) 。 前 者 是 绝对 量 ， 其 大 小 反映 的 是 真实 的 变形 ; 而 后 者 是 相对 量 ， 其 大 小 仅 表 
现 一 种 相对 的 变形 关系 。 

尽管 模 态 向 量 可 以 任意 放大 缩小 ， 通 常 按 两 种 方法 对 其 进行 正规 化 处 理 。 一 种 
是 质量 正规 化 方法 ， 即 使 模 态 向 量 满足 以 下 关系 

iol [fm]{$,)} =1.0 (3.13) 

例如 上 面 例子 的 模 态 形状 经 过 质量 正规 化 后 变 为 
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0.4135 -0.5736 
[$] = E 0. 4135 | 

另 一 种 是 最 大 值 正 规 化 方法 ， 即 使 模 态 向 量 中 的 最 大 变形 为 1， 这 样 ， 模 态 形状 被 
限制 在 区 间 [ -1.0, 1.0] 上 。 例 如 上 面 的 例子 经 过 这 种 正规 化 后 成 为 


0.7208 -1 
el = | 1 pd 


3.3.3 ” 模 态 向 量 的 正 交 性 
首先 考察 上 面 二 自由 度 系 统 的 例子 。 该 系统 的 模 态 形状 矩阵 为 


[$] = 人 | [6]" " Bala | 
1 1 foxy 1 





计算 [由 ] [e], m 


(XUAx ) +1 Su adi 
X X 
[91'[6] = dis 

E] (25,45 )" +1 
21 X22 


进一步 考察 非 对 角 线 上 的 元 素 的 值 (将 w. o; 的 结果 代入 ) 


Ok, * 2k, - m(o, + 0») E 





Xu X) 





+1 


Xiz Xy; k, + k, - mw; 
可 见 ， 非 对 角 线 上 的 元 素 为 零 。 也 就 是 说 ， 和 矩阵 [$1" [4] 为 对 角 阵 。 它 表明 各 个 
模 态 向 量 相互 独立 ， 不 存在 耦合 。 这 个 性 质 称 为 模 态 向 量 的 正 交 性 。 
通常 ， 模 态 向 量 的 正 交 性 ( Orthogonality ) 用 以 下 形式 表示 


0 











pling = f 
il 5J 
aaa = o 173 

igt oJ 











其 中 ，M,、K, 分 别称 为 第 i 阶 模 态 的 模 态 质量 和 模 态 刚性 。 显 然 ， 对 模 态 向 量 进行 
质量 正规 化 处 理 就 是 做 1$,} /VM 的 运算 ,这样 可 以 满足 式 (3. 13)。 以 上 关系 写成 
矩阵 的 形式 为 











[$1'[m][$] = [M] (3.14) 
[6] [k][6] = [K] 
其 中 ，[ MM] 称 为 模 态 质量 矩阵 ，[ Kj] 称 为 模 态 刚性 和 矩阵， 二 者 丝 为 对 角 阵 。 也 就 是 
说 ， 利 用 模 态 矩阵 对 质量 和 刚性 矩阵 进行 相似 变换 ， 可 以 把 它们 变 为 对 角 阵 。 以 下 
对 该 性 质 做 一 证 明 。 


: 118 - 机 械 振动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 





对 于 模 态 i MRSJ, HRC. 10) 可 得 
-w [m]{p;} * [k]l1o;] =0 (3.15) 
-w [m] ip} * [k]l1o;] =0 (3.16) 
给 式 (3. 15) WARA | 1" 
-eilójl [m] ip} + 16) Lk]io;] =0 
HBEP[m],. [E] HIEKE, 38 EARIAPE EE EX n] DUROS 


-w lp: [m]iojl + {o [k]110;] =0 (3.17) 
然后 给 式 (3. 16) 两 边 同 乘 以 | 上 7 ， 得 
-w |p} [m]iojl + {o [k]110] =0 (3.18) 


式 (3. 18) 减 去 式 (3.17) ， 得 
(w; -o ) 9b) [m] io,} =0 
如 果 w*ow, WA p} T m]ip i =0, AmA p: k] io} =0。 


以 上 证 明 是 在 特征 值 没 有 重 根 的 情况 下 进行 的 。 即 使 有 重 根 ， 正 交 性 的 结论 也 
是 成 立 的 。 事 实 上 ， 对 于 一 个 实 对 称 矩 阵 [4] , 必然 存在 一 个 正 交 和 矩阵 [R] ， 使 得 
变换 [R] [4][R] = LATE, Herb, LA] 为 对 角 矩 阵 ， 其 对 角 线 上 的 元 素 为 矩阵 
A 的 特征 值 A,(i=1 ~n) 。 这 个 结论 在 数学 上 有 严格 的 证 明 ， 不 管 A, 是 否 有 重 根 。 

由 上 面 的 式 (3. 17) 可 得 

a a dA De K 
[e Em] ie) M 
这 个 关系 式 称 为 瑞 利 方程 ( Rayleigh”s Equation) ， 或 瑞 利 商 。 由 此 可 见 ， 一 个 模 态 
可 以 当 作 质 量 为 M,、 刚 性 为 K, 的 单 自由 度 系统 来 看 待 。 
3.3.4 模 态 坐 标 

模 态 的 正 交 性 使 得 各 个 模 态 之 间 完全 分 离 ， 没 有 耦合 。 这 个 性 质 引出 了 一 个 重 
要 的 坐标 变换 。 由 矩阵 理论 可 知 ， 一 组 长 度 为 ”的 正 交 向 量 构成 了 一 个 基底 ， 任 何 
一 个 长 度 为 n 的 向 量 都 可 以 由 这 组 正 交 向 量 的 线性 组 合 得 来 。 既 然 我 们 通过 特征 值 
分 析 得 到 了 模 态 向 量 这 组 正 交 向 量 ， 当 然 可 以 设想 物理 坐标 上 的 响应 可 以 由 模 态 向 
量 的 组 合 得 到 ， 即 

lxi = aldi *eléd e tg lb} = Zadel = Eolia} (3.19) 
这 里 ， 模 态 和 矩阵 [] 包 含 了 所 有 特征 向 量 ，|g| 是 一 个 系数 向 量 。 将 式 (3.19) 代 入 
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S/N (3.9), 
[m][6]ial * [&k][6]ia] =0 
两 边 同 乘 以 [由 ] ， 并 利用 正 交 性 关系 式 (3. 14) ， 得 
[M]iqi * [K]lq] =0 (3. 20) 
HELM ERI K] IRAE, 3X(3. 20) 等 价 于 以 下 和 个 独立 方程 
Mq: *Kq; = 0,i=1~n (3.21) 


这 些 相互 独立 的 微分 方程 代表 了 n 个 单 自由 度 系统 (SDOF) 。 相 对 于 在 物理 坐标 上 
表示 的 联 立 方程 组 (各 个 方程 之 间 存 在 耦合 ) ， 式 (3.21) 代 表 的 是 一 组 解 耦 后 的 非 
联 立方 程 。 显 然 ， 求 解 方程 式 (3.21) 非常 方便 。 将 得 到 的 19} 代入 到 方程 式 
(3.19), ， 即 可 求 得 真正 的 响应 。 这 里 ， 我 们 把 q) 称 为 模 态 坐标 上 的 响应 ， 或 称 模 
态 坐 标 。 

由 于 求解 方程 式 (3. 21) 比 求解 方程 式 (3.9) 要 容易 得 多 ， 由 式 (3. 19) 所 代表 的 
坐标 变换 在 结构 动力 学 分 析 中 非常 重要 。 把 物理 坐标 上 的 联 立方 程 组 转换 到 模 态 坐 
标 上 的 非 联 立方 程 进 行 计算 的 方法 称 为 模 态 释 加 法 ， 或 简称 模 态 法 。 相 对 于 直接 解 
法 ， 模 态 法 的 计算 效率 非常 高 。 

图 3. 4 所 示 为 物理 坐标 上 的 二 自由 度 系统 转换 为 模 态 坐标 上 的 二 单 自 由 度 系统 
的 示意 图 。 





























图 3.4 ”物理 坐标 上 的 二 自由 度 系 统 














转换 为 模 态 坐标 上 的 二 单 自由 度 系统 














3.4 模 态 法 频率 响应 分 析 


3.4.1 响应 计算 
这 里 ， 我 们 介绍 利用 模 态 坐标 变换 来 求解 结构 频率 响应 的 方法 。 首 先 ， 进 行 模 
态 分 析 ( 特 征 值 分 析 ) ， 得 到 系统 的 模 态 形状 [$8] ; 然后， 进行 以 下 坐标 变换 
ix(o)] 2 [6]16(0)] (3.22) 
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这 里 ，16(ow) | 代表 模 态 坐标 上 的 强迫 振动 响应 。 将 式 (3.22) 代 入 式 (3.4) ， 可 得 
(7 et [m] *jele] + LE£])L6]118(9)] = [Fw)] 
两 边 同 乘 [由 ] ， 得 


[6] C- e [m] *je[c] € LED[611809) = [61 1 FCo) | 
利用 模 态 的 正 交 性 ， 得 
(- o° [M] * je[ C] € (K1)19(9) = IF"(w)| (3.23) 


这 里 ，[W] 、[K] 是 模 态 质量 和 模 态 刚性 矩阵， 它们 是 对 角 阵 ; [C] = [6] [e] 
[%] 称 为 阻尼 和 矩阵， 可 能 是 对 角 阵 ， 也 可 能 不 是 ; LF"(9)] 2 [6]  LF(Co) | 称 为 模 
态 力 ， 反 映 的 是 外 力 对 各 个 模 态 的 激励 成 分 。 于 是 在 形式 上 ， 模 态 响应 为 
[6(w)) = (- e [M] *je[C] + LK) 1E" (w)] 

进一步 可 得 到 物理 坐标 上 的 响应 为 

ix(o)I = [6]118(9)] = [6]C- e! LM] *joL C] + LK) " [6] E FCo) ] 

(3. 24) 

这 里 应 注意 ， 式 (3.24) 虽然 形式 上 为 矩阵 的 逆 运 算 ， 但 在 实际 计算 中 并 不 进 
行 矩 阵 求 逆 ， 而 是 利用 和 矩阵 分 解 方法 来 求解 联 立方 程 组 (参见 第 5 章 ) 。 

一 般 情 况 下 ， 模 态 阻 尼 和 矩阵 不 是 对 角 阵 (因为 阻尼 和 矩阵 [e] 一 般 不 对 称 ， 模 态 
向 量 不 能 将 其 对 角 化 ) 。 因 此 ， 以 上 转换 到 模 态 坐标 上 的 方程 仍然 没有 被 完全 解 
耦 ， 还 需要 按 联 立方 程 来 解 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 上 述 解法 和 直接 解法 是 一 样 的 。 但 
是 ， 在 概述 中 已 经 说 过 ,决定 结构 响应 的 主要 是 低频 模 态 ， 因 此 可 以 忽略 掉 高 频 领 
域 的 模 态 ， 从 而 大 幅度 减少 联 立方 程 的 个 数 ， 达 到 提高 计算 效率 的 目的 。 具 体 做 法 
如 下 : 

按 模 态 频率 由 小 到 大 的 顺序 ， 把 个 模 态 分 为 低 阶 p AA, 2, =, p) 和 高 阶 
n-p®(p+1, p+2, =, n), 方程 式 (3. 23 ) 可 写成 























M, C ocn C, e, K, 
-0° M, + jo C, » C, on Cpa |t K, 
| M, a iss "n s €, l K, 
ô, F” 
5 p 





这 样 ， 模 态 阻 尼 和 矩阵 把 各 个 方程 耦合 了 起 来 。 但 是 ， 如 果 激 励 力 频率 远 小 于 P 阶 模 
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态 的 固有 频率 ， 则 可 以 认为 p 阶 以 上 的 模 态 与 p 阶 以 下 的 模 态 的 看 合作 用 很 小 ， 可 
以 忽略 。 于 是 ， 可 以 把 p 阶 以 下 的 联 立方 程 组 独立 出 来 ， 成 为 


M, C, AER Ci, K, ô, F? 
- o° E Pur do "* * "i LES 
M p C, EE Cp K, ô, F “ 


(3.25) 
一 般 来 说 ，p <<n， RAE p 个 联 立方 程 要 比 求解 原 有 的 n 个 联 立方 程式 (3. 23) 
容易 得 多 。 由 式 (3.25 ) 得 到 个 模 态 响应 16(w)| ,4 后， 进而 可 得 物理 坐标 上 的 响 
应 为 


























ix(o) lua = Lolle) oa (3. 26) 
式 (3. 26) 中 的 模 态 和 矩阵 是 由 前 p 个 模 态 向 量 组 成 的 。 一 般 选 取 p 为 所 需 激励 力 频 率 
的 2 倍 范围 内 的 模 态 。 
一 个 特殊 情况 是 比例 阻尼 的 情况 (也 称 瑞 利 阻尼 ) 。 阻 尼 和 矩阵 可 以 表示 为 质量 
矩阵 与 刚性 矩阵 的 线性 组 合 
[c] = a[ m] «€ B[ k] (3. 27) 
其 中 ，a、B 为 常数 。 这 种 情况 下 ， 模 态 矩 阵 也 可 以 将 阻尼 矩阵 对 角 化 ， 即 方程 式 
(3. 23 ) 中 的 模 态 阻尼 和 矩阵 也 为 对 角 和 矩阵 ， 方 程式 (3. 23) 完全 被 解 园 ， 成 为 独立 的 
n 个 单 自由 度 系 统 方程 (容易 证 明 : 每 个 模 态 所 对 应 的 阻尼 比 与 a、B 的 关系 为 = 
a/2w, +Bw;/2。 据 此 ， 可 以 利用 两 个 给 定 的 模 态 阻尼 比 来 决定 w、B) 。 因 此 ， 可 以 
方便 地 得 到 各 个 模 态 坐标 上 的 响应 6,(w) (i=1，2，…, n) 














F7(w) 
- o! M, * joC, + K; 


利用 县 加 法 ， 进 一 步 得 到 物理 坐标 上 的 响应 为 
1xz(o) =6(w) [pi] +6 (w) lp] * +6,(0) io] 


n fp TF(w)} 由 | 
2. - e! M, + jeC, +K, 

WREE p 阶 以 上 的 模 态 ， 则 计算 更 加 高 效 。 
这 里 ， 对 阻尼 做 进一步 说 明 。 实 际 结构 的 阻尼 主要 来 源 于 材料 内 阻尼 和 结合 音 
摩擦 等 复杂 机 理 引 起 的 结构 阻尼 ， 还 有 阻尼 需 ( 如 汽车 的 缓冲 需 ) 等 机 构 引 起 的 局 
部 粘性 阻尼 。 这 些 阻尼 构成 的 阻尼 矩阵 一 般 不 满足 比例 阻尼 的 条 件 ， 模 态 坐 标 上 的 
运动 方程 依然 斐 合 。 质 量 和 刚性 可 以 根据 材料 特性 (弹性 模 量 、 密 度 ) 以 及 边界 条 
件 确 定 ， 阻 尼 一 般 只 能 赁 经 验 给 出 。 因 此 ， 在 阻尼 不 是 很 明确 的 情况 下 ， 经 常 采用 
事后 给 各 个 模 态 独立 定义 模 态 阻尼 的 方法 。 这 个 模 态 阻尼 可 以 利用 实验 模 态 分 析 通 


ô (w) = 





Fr (w) = [p  IF(o)] (3.28) 





(3.29) 
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过 曲线 拟 合 得 到 ; 如 果 没 有 实验 结果 ， 则 可 以 取经 验 值 。 总 之 ， 利 用 这 种 方法 定义 
的 横 态 阻尼 矩阵 为 对 角 阵 ， 使 模 态 坐标 上 的 方程 解 耦 。 

相对 于 直接 解法 ， 模 态 法 频率 响应 分 析 的 计算 量 大 幅 降 低 ， 因 此 是 大 规模 有 限 
元 动力 分 析 的 首选 方法 。 如 果 所 有 模 态 都 参与 计算 的 话 ， 模 态 法 的 结果 与 直接 解法 
的 结果 完全 相同 。 实 际 上 ， 对 于 大 规模 系统 来 说 ， 计 算出 所 有 的 模 态 是 不 现实 的 ， 
总 是 要 进行 适当 的 截止 处 理 ( Mode Truncation) 。 一 般 来 说 ， 选 取 所 需 频 率 上 限 的 2 
倍 以 上 的 模 态 参与 计算 ， 可 以 保证 足够 的 精度 ， 例 如 研究 汽车 的 路 面 噪声 问题 (50 
~400Hz) ， 最 好 计算 出 800Hz 以 内 的 车 体 固有 模 态 。 但 是 ,在 某 些 特殊 情况 下 ， 
则 需要 更 高 频 的 模 态 参与 计算 ， 例 如 当 阻 尼 较 大 模 态 间 耦合 较 强 时 ， 或 者 高 频 局 部 
刚性 较 弱 时 。 

最 后 ， 对 模 态 贡献 率 (Mode Participation) 的 概念 进行 说 明 。 在 式 (3.29) 中 ， 如 
果 只 考虑 某 一 个 模 态 ， 则 所 得 结果 反映 了 这 个 模 态 对 整个 啊 应 的 贡献 度 大 小 。 利 用 
这 种 方法 ， 可 以 在 每 个 频率 成 分 上 对 所 有 模 态 的 贡献 度 进行 排序 ， 从 而 确定 影响 大 
ud 。 应 该 注意 : 在 存在 模 态 耦合 的 情况 下 ，6; JEANS RH TB. i COBRA AGE 

， 还 受到 其 他 模 态 外 影响 。 只 有 在 比例 阻尼 的 情况 下 ， 才 唯一 地 由 第 ; 节 模 态 的 
SERE. BL 只 有 在 这 种 情况 下 ， 模 态 贡 献 率 才 可 以 严格 地 反映 各 个 模 态 的 贡 
献 度 大 小 。 


3.4.2 频率 响应 函数 


给 定 外 部 激励 力 的 大 小 和 频率 特性 ， 就 可 以 按 3. 4.1 节 中 的 方法 求 出 实际 的 结 
构 响 应 。 但 是 ， 在 动力 学 分 析 当 中 ， 更 多 的 是 人 研究 系统 的 频率 响应 函数 ( Frequency 
Response Function, FRF), Hind 545 ZEAE KA MRR 5 da d 
点 位 置 一 致 ， 则 称 为 驱动 点 频率 响应 函数 ， 否则 ， 称 为 传递 频率 响应 函数 。 频 率 响 
应 函数 相当 于 单位 激励 力 下 的 频率 响应 。 这 种 不 考虑 外 力 的 具体 特性 的 传递 函数 分 
析 方 法 有 助 于 在 产品 开发 初期 阶段 ， 外 载体 还 不 明确 的 情况 下 研究 结构 的 动态 特 
性 ， 为 采取 有 效 的 对 策 提供 依据 。 

常用 以 下 3 种 形式 的 频率 响应 函数 


(D 柔顺 性 函数 (Compliance) : 位 移 / 力 = a 
































w) 
w)’ 









© FNR Mobility); 速度 / 力 =jo 1067. 


- » x(w) 
© 惯量 函数 (Inertance) : 加 速度 / 力 = -w Ka 


H PR 
图 3.5 所 示 为 一 个 单 自由 度 系统 的 3 PRR ER, SPAM AA RE p 
是 根据 柔顺 性 函数 计算 得 来 的 。 频 率 响 应 函数 可 以 大 致 分 为 3 个 领域 : 小 于 共振 频 
率 的 领域 刚性 的 影响 较 大 ， 称 为 刚性 控制 区 ; 大 于 共振 频率 的 领域 质量 的 影响 较 
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大 ， 称 为 质量 控制 区 ; 共振 频率 附近 的 领域 阻尼 影响 大 ， 称 为 阻尼 控制 区 。 工 程 
上 ， 常 把 远离 共振 频率 的 刚性 控制 区 的 曲线 称 为 刚性 线 ( Stiffness Line) ， 把 远离 共 
振 频 率 的 质量 控制 区 的 曲线 称 为 质量 线 (Mass Line) 。 


180 = 















































值 /dB 


Ls 














频率 /Hz 
图 3.5 频率 响应 函数 
为 了 理解 频率 响应 函数 的 特性 ， 我 们 考虑 比例 阻尼 的 情况 。 假 定 激励 力作 用 在 
a 点 ， 响 应 观察 点 在 5 点， 由 方程 式 (3. 29 ) 可 得 


: popu F (c) 
; d 3.30 
Aye 2. ToM, + jol. d (9:30) 














定义 
Ma LE (3.31) 
po; C/2 JM, 
则 式 (3. 30) 变形 为 
> EGORIO = > 0,0,6,(0) (3.32) 
i Siue í (3.33) 


K1 -6 + £8) 
称 为 第 i 阶 模 态 的 传递 函数 。 式 (3. 32) 的 关系 如 图 3. 6 所 示 。 

式 (3. 32) 显 示 ， 若 把 加 振 点 与 响应 观察 点 位 置 对 换 ， 所 得 的 频率 响应 函数 不 
变 。 这 个 性 质 称 为 传递 函数 的 互 换 性 原理 (Reciprocity) ， 是 线性 系统 的 重要 性 质 。 
在 模 态 分 析 实 验 中 ， 常 常 利 用 这 个 性 质 来 检查 对 象 结构 的 线性 ， 从 而 判断 测量 结 
的 可 靠 程 度 。 男 外 ， 利 用 这 个 性 质 ， 还 可 以 在 激 振 兹 无 法 安置 的 情况 下 测量 到 相应 
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图 3.6 频率 响应 函数 的 方块 图 表示 
的 传递 函数 。 例 如 在 研究 轿车 的 噪声 敏感 度 时 ， 需 要 对 悬 架 与 车 体 的 各 个 结合 点 进 
行 加 振 ， 并 测量 车 室内 的 噪声 ， 二 者 之 间 的 传递 函数 就 是 噪声 敏感 度 。 由 于 空间 限 
制 ， 在 某 些 位 置 可 能 无 法 加 振 。 相 反 ， 利 用 互 换 性 原理 ， 用 扬 声 融 在 车 室内 对 声场 
进行 激励 ， 在 悬 架 与 车 体 的 结合 点 位 置 安装 上 加 速度 传感器 ， 可 以 一 举 测量 到 各 点 





的 振动 ， 从 而 可 以 提高 测量 效率 。 
此 外 ， 式 (3. 32) 还 可 以 改写 为 
x, (o) ^ — 9,40,/K, z 1/K7 


三 ai bi i = 3, 34 
F, (œ) 2. 1-Bi*PEéB, S 1l-Bi jx, dn 
K. 
其 中 ， 天 E 
Pari 


称 为 第 i 阶 模 态 的 等 价 刚性 。 这 是 从 激励 点 到 响应 点 之 间 的 表象 刚性 。 模 态 刚性 K, 
与 位 置 无 关 ， 但 等 价 刚性 ke 则 是 位 置 的 函数 。 如 果 加 振 点 处 于 模 态 的 节点 (四 ,= 
0), ， 或 者 观测 点 处 于 模 态 的 节点 (du =0) ， 则 等 价 刚 性 为 无 限 大 。 
根据 模 态 等 价 刚性 ， 可 以 定义 模 态 等 价 质量 为 
K” K | M 
o; d 0; PaP EAJ 
如 果 对 模 态 向 量 进行 了 质量 正规 化 处 理 ， 则 模 态 质量 M, =1， 式 (3. 35) 成 为 
a 1 
M? = (3. 36) 
显然 ， 这 个 值 也 随 着 位 置 而 变化 。 
现在 我 们 来 讨论 模 态 截止 的 问题 。 式 (3. 34) 可 以 写 为 
xlo) — & 1/K* p 1/K? 
K(5) Zi Q-B «BIB) Q0 -B * BEBO 
n 1/K* 
*2S0-B s RI) 
如 果 我 们 只 保留 由 7 阶 到 p 阶 的 模 态 参与 式 (3. 37) 的 计算 ， 则 引起 的 误差 有 两 部 
分 。 第 一 部 分 是 阶 以 下 的 模 态 所 引起 的 ， 对 应 于 式 (3.37) 中 右边 的 第 一 项 。 这 





M“ = (3.35) 





























(3.37) 
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时 ， 可 认为 B, =w/w, >>1， 因 此 有 以 下 简化 

D 1/K? TR S w/K) 1x w Cc 

> (1-58 + 228) izl (-8) 2. (- ow) g p? K” ES 
这 里 , C = - Y 2 = - 是 一 个 不 随 频 率 变化 的 常数 ， 其 倒数 的 量 纲 为 二 
克 ， 因 此 称 为 剩余 质量 。 另 一 方面 ，p 阶 以 上 模 态 引起 的 高 频 误差 为 (B, = e/o, << 
1) 








1/K, E 
S, UA BEBO Ža K, 
其 中 , 也 也 是 一 个 常数 ， 其 倒数 称 为 剩余 刚性 。 

在 有 限 元 分 析 中 ， 一 般 从 最 低 阶 模 态 算 起 ， 因 此 不 会 引起 剩余 质量 的 误差 问 
题 。 但 是 ， 对 于 大 规模 系统 ， 几 乎 肯定 要 侈 去 高 频 模 态 ， 从 而 产生 巾 剩余 刚性 引起 
的 误差 。 为 了 补偿 模 态 截止 引起 的 误差 ， 在 计算 频率 响应 时 常 采用 剩余 向 量 法 
(Residual Vector Method) 。 详 细 内 容 在 下 一 小 节 中 介绍 。 

这 里 ， 以 图 3.3 所 示 二 自由 度 系统 为 例 ， 来 说 明 频 率 响 应 函数 的 计算 。 通 过 模 
态 分 析 并 采用 模 态 向 量 的 质量 正规 化 方法 ， 得 到 以 下 模 态 参数 

w, = 14.47,o，= 42.32 
M, = 1,M, = 1,K, = 209.43,K, = 1790.6 
0. 414 0. 574 
HAT - lo sya a " iu 
假定 第 一 阶 模 态 的 阻尼 比 为 0.02， 第 二 阶 模 态 的 阻尼 比 为 0.01， 利 用 式 (3.32) 所 
示 的 模 态 辣 加 法 可 以 算出 柔顺 性 函数 ， 如 图 3.7 所 示 。 图 3. 7a 为 质点 2 的 驱动 点 
柔顺 性 函数 ， 图 3. 7b 为 由 质点 2 到 质点 1 的 传递 柔顺 性 函数 。 图 中 ， 点 线 为 内 
第 一 阶 模 态 存在 时 的 结果 ， 虚 线 为 只 有 第 二 阶 模 态 存在 时 的 结果 ， 实 线 是 二 者 的 县 
加 结果 。 在 驱动 点 柔顺 性 函数 中 ， 两 个 峰值 之 间 有 一 个 深谷 ， 这 是 由 两 个 模 态 逆 相 
抵消 引起 的 ， 称 为 反共 振 点 (Anti-resonance); 但 在 传递 柔顺 性 函数 中 ， 在 两 个 峰 
值 之 间 的 频段 上 ， 两 个 模 态 同 相 ， 没有 反共 振 点 。 作 为 一 般 性 结论 ， 对 于 驱动 点 柔 
顺 性 函数 ， 在 两 个 相 临 的 峰值 之 间 必 然 存在 一 个 反共 振 点 ; 但 对 于 传递 柔顺 性 函数 
来 说 ， 反 共振 点 不 一 定 存在 。 利 用 这 个 性 质 ， 可 以 定性 地 判断 得 到 的 频率 响应 也 


3.4.3 ”补偿 模 态 截止 误差 的 剩余 向 量 法 


上 面 指出 了 模 态 截止 带 来 的 误差 问题 ， 其 中 ， 由 高 频 模 态 引起 的 剩余 刚性 是 利 
用 模 态 法 计算 结构 动力 响应 的 主要 误差 来 源 。 当 然 ， 最 直接 了 当 的 提高 精度 的 方法 
就 是 在 计算 中 把 更 多 的 高 频 模 态 采 用 进来 ,但 这 样 做 会 增加 计算 时 间 和 成 本 。 事 实 
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b) 
图 3.7， 模 态 三 加 法 算出 的 二 自由 度 系统 的 柔顺 性 函数 
a) 驱动 点 柔顺 性 函数 (Driving Point Compliance) 

b) 传递 柔顺 性 函数 (Transfer Compliance) 

上 上， 对 于 大 规模 系统 来 说 ， 前 面 所 说 的 “选取 所 需 频 率 上 限 的 2 倍 以 上 的 模 态 参 与 
计算 ”， 都 会 因为 计算 时 间 的 制约 不 好 运用 。 例 如 对 于 有 内 装饰 的 车 体 模型 
(Trimmed Body) ， 在 1Hz 的 频率 间隔 上 可 能 存在 数 个 模 态 ， 但 如 果 要 计算 0 ~ 
200Hz 的 频率 响应 而 采用 高 至 400Hz 的 固有 模 态 参与 计算 的 话 ， 可 能 要 增加 数 百 其 
至 上 千 个 模 态 ， 这 无 疑 会 带 来 很 大 的 计算 负担 。 合理 的 做 法 是 : 只 计算 出 截至 
200Hz 的 固有 模 态 (或 稍微 高 一 些 的 频率 ， 如 250Hz) ， 然 后 利用 剩余 癌 量 法 对 舍 掉 
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的 高 频 模 态 的 影响 加 以 补偿 。 这 个 方法 的 基础 就 是 Hansteen 法 。 
对 于 一 个 自由 度 系统 ， 利 用 模 态 坐标 变换 可 得 ， 其 强迫 振动 方程 为 
[6] C- e" [m] *je[c] € [k] [p] = [9 有 (3.38) 
可 以 按照 模 态 频 率 的 高 低 ， 将 模 态 矩阵 划分 为 [8] =i p] HF, [6 ] ts 
要 的 低频 模 态 ，[ $, ] 代表 爹 掉 的 不 直接 参与 响应 计算 的 高 频 模 态 。 于 是 ， 式 


(3. 38 ) 右边 可 以 写成 
erii «|^ ni = [7], 
él F? 
(Fel = L6 EFI RE = [和 
Jb, Oel, Lp ARRIE JH RUPEE 
此 外 ， 对 于 经 过 质量 正规 化 的 模 态 向 量 ， 根 据 模 态 的 正 交 性 ， 有 以 下 关系 


[5 [ante gisti 
d 











T 
h 


利用 以 上 关系 ， 可 以 得 到 以 下 等 价 变 换 

' m) pe 5 
[e = ca = [A a ef] 
中 m 中 F" 


T T 
h h h h 


可 见 ， 激 励 力 向 量 可 以 表示 为 
IF) eC. Aj MANE + Dn c) un] 


h 





={F} + {F} (3.39) 
式 (3.39) 代 表 的 物理 意义 是 : 可 以 把 激励 力 向 量 分 解 为 只 激励 起 低频 模 态 的 成 分 
1 局 和 只 激励 起 高 频 模 态 的 成 分 | FL) (注意 : 向 量 的 长 度 是 一 样 的 ) 。 所 谓 的 模 态 
截止 误差 ， 就 是 因为 忽略 掉 了 由 | ,| 激励 起 的 高 频 模 态 的 响应 而 引起 的 。 由 式 
(3.39) 可 以 得 到 | 下 | 为 








IF} = {F} - DIOC] UR] 
进一步 将 | Pr| S] LFHRA, nri 
IF} = (CH - [M] lig ]") EF] 
由 该 激励 力 成 分 引起 的 系统 响应 为 
Ix) =([k] + jølc] - o [m]) ^ LF,] 

=([k] joe] - e [m]) (LI) - [M] [h] Lp] F} (3.40) 
对 于 需要 计算 响应 的 所 需 频 率 来 说 ， 舍 掉 的 高 频 模 态 的 固有 频率 远 远 要 高 ， 即 
o << 02,。 高 频 模 态 的 影响 主要 表现 在 其 刚性 控制 区 ， 因 此 ， 式 (3.40) 可 以 近似 为 

Ix] = [k] CEZ] - EMIESE 1D EF]. = EDJUFI (3.41) 
这 就 是 所 谓 的 剩余 向 量 ， 或 称 为 剩余 模 态 。[D] = CE] (L) - [MJ[g$][$]") 的 
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倒数 就 是 剩余 刚性 。 式 (3. 41 ) 表明 ,根据 计算 得 到 的 低频 模 态 [$,] ， 即 可 预测 出 
舍 掉 的 高 频 模 态 的 影响 ， 从 而 对 通过 低频 模 态 受 加 而 成 的 响应 结果 进行 补偿 。 

在 MSC. Nastran F, ERRA H ÆA (Residual Vector Method ) 已 成 为 模 态 法 动 
力 响 应 计算 ( 频 域 及 时 域 ) 的 标准 选项 。 





3.5 ” 模 态 法 瞬 态 时 间 响 应 分 析 


同 模 态 法 频率 响应 分 析 一 样 ， 模 态 法 瞬 态 时 间 响 应 分 析 是 把 物理 坐标 上 的 联 立 
方程 转换 到 模 态 坐标 上 去 ， 以 进行 数值 积分 运算 的 方法 。 用 [4] 代表 通过 特征 值 分 
析 得 到 的 模 态 形状 矩阵 ， 则 可 以 进行 以 下 坐标 变换 


ix(0] = [6]18(0)] (3. 42) 
HP, 1500 | 表示 模 态 坐标 上 的 啊 应 。 将 式 (3.42) 代 入 式 (3.6)， 得 
[m][6118C0 | + Ee1L6118(0 1 + LK1[6]118(0] = {F(t)} (3.43) 
给 式 (3. 43) 两边 同 乘 以 [L$]" 整理 ， 得 到 模 态 坐标 下 的 方程 为 
[M]18(] + [C160] + [K11800] = [61 FOOD) = 人 (CD 
(3.44) 


HF, [M], [CI FIL K] AIARA REE, A EE Fr CBE S HI TEX IE, 
LE" (0) | 是 模 态 力 向 量 。 

在 比例 阻尼 的 情况 下 ， 方 程式 (3.44) 变 为 非 联 立 的 独立 运动 方程 ， 就 像 单 自 
由 度 系 统 那 样 ， 可 以 很 容易 地 求 出 各 个 模 态 响应 ,然后 利用 模 态 钱 加 法 ， 可 以 得 到 
实际 的 响应 。 

如 果 模 态 阻 尼 和 矩阵 不 是 对 角 和 矩 阵 ， 则 式 (3. 44) 依然 为 相互 看 合 的 联 立方 程 ， 
可 以 用 直接 法 求解 。 但 是 ， 通 过 舍 去 高 频 模 态 ， 可 以 大 幅 降 低 联 立方 程 的 个 数 ， 从 
而 达到 提高 计算 效率 的 目的 。 例如 如 果 采 用 前 p 个 模 态 进行 计算 ， 则 nn 个 联 立 方程 
缩减 为 以 下 p 个 联 立方 程 (P < n) 

hO la [Og t KT = LE CO Lus 

(3.45) 

















这 里 介绍 MSC. Nastran 所 采用 的 方法 求解 方程 式 (3.45)。 利 用 差分 原理 ， 可 以 
得 到 模 态 速度 和 模 态 加 速度 响应 为 
1 
{6,) = zp 9 - ô; | 
[8] sis- mtaa] 
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引入 3 个 时 刻 的 平均 值 




















1ó] = Tl. +ô; +ô) 
(EP) EF + F? FSI 
方程 (3. 45) 变 为 
Ml a, - 26; +ô] * A -ô "n Ly +Ô; +ô 1, 
Iz " 
=a FR + F? + FP} 
整理 可 得 
[ol = [a;118;] + [a119;4] + {ol 
这 里 
[M] , [C] , [K] v(Em] , [el , [k] 
lats Af 2At Egos L6] (5 2At 3 Je: 
.2[M] IK]. v(2[m] _ [k] 
[e] = 3 = A - eg] 
. [m] [c] I[K] . v( [m] [ce] _ [k] 
LA seu ee a lA (- AP 2Ar 3 Je: 
lad = EFFI + Fe) = REGIE + F FI 


利用 第 5 St4r 8 B ZR TETCBOST TRIB BUSR AE QR, EEE, a ] 分 解 ， 可 以 
求 得 模 态 响应 ， 然 后 代 回 式 (3. 42) ， 可 得 真正 的 响应 。 
如 有 果 [ C] 为 对 角 阵 (比例 阻尼 的 情况 ) ， 则 [ a, ] 为 对 角 阵 ， 无 需 和 矩阵 分 解 ， 即 
可 直接 计算 。 事 实 上 ， 这 时 ,， 方程 (3. 45 ) 变 为 以 下 独立 的 方程 
Mö, (t) + CO(t) + K,9,(00) = Fèt), k=1,2,.,p 











或 变形 为 
ey C0 sio.) -e FIG) (3.46) 


HF, o, 是 大 阶 模 态 的 固有 频率 ， 刀 Æ k 阶 模 态 的 阻尼 比 。 直 接 利 用 第 1 章 中 介 
绍 的 杜 哈 梅 积分 公式 (Duhamel”s Integral) ， 可 得 方程 式 (3. 46) 的 解 为 





一 和 OO 有 pt 
8,(1) = e" (a sino,t + B,cosc st) + | FG) e^" sino, (t - T)dr 
kd 


RE, o=o, J/1- CAE HBBUEISVE VASE, o. B, 由 初始 条 件 决定 
ô, (0) + v, £,6,(0) 


o d 





B, = ô, (0) 
根据 式 (3.42) ， 得 
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{x(0)} = [6]18(0)] 
假定 对 [g] 进 行 了 质量 正规 化 ， 则 给 上 式 两 边 同 乘 以 [4$]"[m] ， 可 得 
15(0)} = [o] [m] Ix(0)] 
16(0)} = [6]'[m]Ix(0)| 
即 模 态 坐标 上 的 初始 值 可 以 从 物理 坐标 上 的 初始 值得 到 。 
最 后 ， 介 绍 利用 传 里 叶 逆 变 换 求解 瞬 态 时 间 响 应 的 方法 。 在 某 些 情况 下 ， 只 能 
得 到 动 载 答 的 频率 特性 ， 如 飞机 机 嗓 的 空气 动力 学 载 集 。 这 时 ， 可 以 先 求 出 频率 响 
应 ， 然 后 利用 傅 里 叶 逆 变 换 求 出 相应 的 瞬 态 时 间 响 应 。 此 外 ， 对 于 具有 周期 性 的 动 
载荷 ， 也 可 以 利用 此 法 。 
该 方法 的 本 质 是 频率 响应 分 析 。 预 先 计算 出 激励 点 a 与 响应 点 5 之 间 的 传递 函 
数 且 ,(w)， 再 把 时 域 激励 力 F(t) 转 换 到 频 域 去 


Ploj s | Peta 























则 5 点 的 频率 响应 为 

X,(0) = H,,(w)F,(w) 
经 过 健 里 叶 首 变换， 得 到 所 要 的 时 间 响 应 

M E L[ x Cope" 

这 个 方法 的 一 个 好 处 是 可 以 直接 处 理 结构 阻尼 。 另 外 ， 在 某 些 有 限 元 模型 中 ， 
可 能 包含 有 结构 阻尼 以 外 的 复数 成 分 (如 用 复数 弹 得 表现 的 传递 函数 子 结构 模型 )， 
这 样 的 系统 也 无 法 利用 数值 积分 求解 时 间 响 应 。 健 里 叶 变 换 方 法 提供 了 一 个 变通 的 
解法 ,但 应 注意 ， 由 于 不 是 直接 在 时 域 求 解 ， 该 方法 不 能 表现 随时 间 变 化 较 大 的 现 
象 ， 如 发 散 振动 等 。 


3.6 ， 复 模 态 分 析 及 其 应 用 
































以 上 所 讨论 的 模 态 法 指 实 模 态 ( Real Mode) ， 是 在 不 考虑 阻尼 的 情况 下 对 系统 
进行 特征 值 分 析 而 得 来 的 。 因 此 ， 只 有 在 阻尼 很 小 可 以 忽略 或 者 比例 阻尼 的 特殊 情 
况 下 ， 才 可 以 观察 到 这 种 振动 模 态 。 本 节 探 讨 考 虑 上 阻尼 的 一 般 情况 下 的 复 模 态 分 
析 技 术 。 


3.6.1 ZEA 


首先 ， 考 虑 只 有 结构 阻尼 (或 称 迟 澡 阻 尼 ) 的 情况 。 系 统 的 自由 振动 方程 为 
[miz + ([k] +jlh]){x} 20 
[k*] 2 [k] *j[ ^] 





d 
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a 


并 假定 方程 的 解 为 [x] = 11e", 
([k*] e A [m]) i6] =0 

由 于 "是 复数 ， 这 个 一 般 化 特征 方程 将 产生 n 个 复 特征 值 与 n 个 复 特征 向 量 ， 并 
且 特 征 值 不 是 共 斩 对 的 形式 (因为 =o+ 记 和 A 和 =a- 记 不 可 能 同时 满足 以 上 方程 ， 
除非 [h] =0) 。 这 里 的 特征 向 量 虽 然 仍 用 1 和 1 表示， 但 不 同 于 前 面 介 绍 的 实 模 态 向 
量 ， 这 里 的 1$| 为 复数 ， 一 般 不 满足 正 交 性 条 件 。 

在 同时 存在 粘性 阻尼 的 情况 下 ， 特 征 值 方程 为 

(CA [m] +ALc] € [£* D) 1$] =0 (3. 47) 

xx. 47) 称 为 非 线 性 特征 值 问 题 ， 直 接 求 解 很 困难 。 常 用 矩阵 转换 方法 把 它 变 形 
为 标准 特征 值 问题 或 一 般 特 征 值 问题 。 

引入 一 个 恒等式 
































A[m]lól - [m]ió] =0 (3.48) 
并 把 (3. 47) 变形 为 
A[m]Ió] «A[e]ló] * [&*]1ó] =0 (3.49) 
把 (3.48) 和 (3. 49 ) 结 合 起 来 ， 得 
-m 0 0 m]1Yó 
Ur eC e (3.50) 


现在 定义 
a= [$ nep esi 


式 (3.50) 可 写成 

([B] * A[A]) | 0|] =0 (3.51) 
这 是 一 个 一 般 化 特征 值 方程 。 由 于 矩阵 [4] 和 [中 ] 为 2 x2n 阶 和 矩阵， 所 以 方程 式 
(3.51) 有 2n 个 特征 值 和 2n 个 特征 向 量 。 和 矩阵 [4] 和 [B] 保 持 了 对 称 性 。 对 于 粘性 
阻尼 的 情况 ，[4] 和 [8 同时 是 实 和 矩阵 ， 特 征 值 和 特征 向 量 为 复 共 斩 对 的 形式 。 由 
特征 值 分 析 理 论 可 知 ， 这 里 的 扩展 特征 向 量 | @B) 满足 以 下 正 交 性 条 件 ， 即 如 果 rA 
1;， 有 (注意 : 上 标 T 表 示 转 置 ， 不 是 共 办 e 转 置 ) 




















(8, [4A]ID) =0 (3. 52a) 
(6,]'[B]I,] =0 

或 者 表示 为 以 下 形式 
[G] 4105] = [a] (3. 52b) 
[6]'[B][ 6] = [^] 


RE, [a] M b] ARAE REMEE: 是 扩展 向 量 | B} 满足 以 上 正 交 性 条 件 ， 
而 不 是 原 有 系统 的 特征 向 量 | $1 。 后 者 不 能 使 矩阵 [mm] 、[c] 、[%] 、[h] 对 角 化 ， 
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HK | | 不 再 像 实 模 态 分 析 中 那样 相互 独立 。 其 原因 是 由 于 阻尼 引起 的 模 态 耦合 效 
应 ， 一 个 模 态 储存 与 消耗 的 能 量 还 与 其 他 模 态 有 关 。 

其 实 ， 在 第 1 音 的 有 粘性 阻尼 的 单 自 由 度 系统 分 析 中 ， 已 经 涉及 到 了 复 特 征 值 
问题 ， 如 式 (1.23) 所 示 。 这 里 ， 我 们 来 考虑 结构 阻尼 的 情况 。 单 自由 度 系统 的 符 
征 方程 为 








A*m * k & jh 20 
itA-a-sjb, a Mb HKZ, RAER 
a =+@, VC-1+VI+g)M =twoc， C= V(-1* J1*g)/2 
b=o v(1+ v1 +g)2=Fo;, o, =o, V(1* v1 +g )/⁄2 
这 里 ，w, = Vk/m 为 无 阻尼 系统 的 固有 频率 ，g = h/k 为 结构 阻尼 比 。a 必须 为 负 ， 
否则 系统 发 散 。 正 a 和 负 的 组 合 仅仅 是 用 复数 来 表示 结构 阻尼 得 到 的 数学 上 的 结 
R, 不 具有 任何 实际 含义 。 
当 g 1 时 ，V1+g =l +g/2， 有 ZL=g/2， wzw, Jl, 可 见 ， 有 结构 
阻尼 的 固有 频率 比 无 阻尼 固有 频率 稍 大 ， 这 点 与 粘性 阻尼 的 情况 正好 相反 。 
最 后 ， 作 为 举例 ， 计 算 图 3. 8 所 示 的 二 自由 度 系统 的 复 特 征 值 问题 。 
m, = 2kg,m, = 2kg 
k, = 1000. 0N/m,k, = 1500. 0N/m 
cl = 10.0N * s/m,c, = 17.0N. s/m 














扩展 系统 的 特征 值 为 
-1.0728 -14.4324i, | -1.0728 +14. 43241， -9.9272 -41. 1328i, 
-9. 9272 +41. 1328i 





相应 的 特征 向 量 和 矩阵 为 
[8] = 
0.6985 +0.0185i 0.6985 - 0. 0185i 0.9928 + 0.0072i 0.9928 - 0. 0072i 
0.9684 + 0.0316i 0.9684 - 0.0316 -0.7187 +0. 0072i - 0. 7187 - 0. 0072i 
- 0. 0049 +0. 0480i -0.0049 - 0. 0480i - 0. 0057 +0.0228i - 0.0057 - 0. 0228i 
- 0.0071 «0.0666; -0.0071 —0.0666; 0. 0038 0.0166; 0.0038 + 0. 0166; 
"JUL, RPE AIRE [5] 8:35] RER RTELUS EA EREE [8] CI E DA P TE 
交 性 条 件 
[0]'[4][ 0] = 
[ - 0.0818 + 0. 3847i 














- 0.0818 - 0.3847i 
- 0.0633 + 0. 1227; 

- - 0. 0633 - 0. 1227; 

[6]'[B][ 6] = 
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- 5.6400 — 0. 7676i 
- 5.6400 + 0. 7676i 
- 5.6743 - 1.3851i 
- 5.6743 + 1.3851i 
MREFA, BUNTE EX, R AEE ARAE Iu] ti A5 29 2598 E: 
式 。 例 如 取 =1000.0 +13.0i, k, 21500.0 417. 0i， 则 扩展 系统 的 特征 值 分 别 为 














-0.9807 —14.4327i, -1. 1649 «14. 4326i, 
-9. 6739 -41.1335i, -10. 1805 +41. 1337i 
相应 的 特征 向量 矩阵 为 





[6] = 
0.6892 - 0.0363i — 0.5174 - 0.2019; -0.7912 + 0.2088i — 0. 5457 - 0.4543i 
0.9559 - 0.0441 — 0.7160 - 0. 2840i — 0.5700 - 0. 1613i — 0.3894 + 0. 3354i 
- 0. 0007 +0. 0477i -0.0168 - 0.0345i - 0.0005 -0.0194i - 0.0073 + 0. 0151; 
- 0.0014 «0.0661; -0.0235 —0.0477i 0.0006 + 0.0140 — 0.0055 - 0. 0108; 
I, AAIEN, EERAETEURUREHAE S] AI I JU ETIN, THREE TEARS TA 
然 成 立 。 验 算 结果 如 下 
[6]'[4][ 0] = 
[ - 0.0174 + 0. 3836; 











- 0. 1955 - 0. 1531i 
0. 0057 + 0. 09391 

- 0. 0560 - 0. 0426i 

[P]"[B][S] = 

[ -5.5535 +0. 1246i 

- 2.4379 + 2. 6425i 
- 3. 8062 + 1. 1406i 

L - 1. 1814 - 2. 7390i 


3.6.2 关于 复 模 态 与 实 模 态 的 讨论 


综 上 所 述 ， 在 存在 阻尼 的 一 般 情况 下 进行 特征 值 分 析 ， 得 到 的 特征 值 和 特征 向 
量 一 般 为 复数 。 严 格 地 说 ， 这 些 复 数 模 态 参数 不 同 于 实 模 态 参数 ， 但 是 我 们 可 以 近 
似 地 从 复 模 态 得 到 实 模 态 的 信息 。 和 EAE PE 
和 刚性 矩阵 的 线性 组 合 ) ， 复 模 态 与 实 模 态 完全 等 价 。 这 时 ， 各 个 横 态 之 间 不 存在 
耦合 ， 一 个 模 态 储存 与 消耗 的 能 量 与 其 他 模 态 无 关 。 这 种 情况 可 以 用 模 态 坐标 上 的 
相互 独立 的 单 自由 度 系 统 来 表示 (如 图 3.8 所 示 ) 。 
对 于 实 模 态 来 说 ， 各 个 点 之 间 的 相位 关系 是 一 定 的 (要 么 同 相 ,要 么 反 相 )， 
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图 3.8 比例 阻尼 下 的 物理 坐标 与 实 模 态 坐标 
因此 ， 对 其 放大 或 缩小 并 不 改变 其 几何 形状 ， 即 变形 为 零 的 模 态 的 节点 ( 线 ) 位置 
不 变 。 但 是 ， 复 模 态 的 各 个 点 之 间 的 相位 不 同 ， 放 大 或 缩小 可 能 会 引起 模 态 实 部 与 
虚 部 之 间 的 相对 关系 的 变化 (信息 转移 ) ， 使 得 模 态 节点 ( 线 ) 位 置 发 生 移 动 。 因 此 ， 
用 不 同 的 正规 化 方法 可 能 使 复 模 态 形 状 发 生变 化 。 
尽管 实 模 态 只 严格 存在 于 数值 分 析 的 世界 ， 在 实际 应 用 中 ， 实 模 态 的 重要 性 却 








远大 于 复 模 态 。 复 模 态 分 析 只 是 在 某 些 特 殊 分 析 领 域 才 得 到 应 用 ， 例 如 车 闸 的 异 声 
分 析 ( Brake Squealing) 、 包 含有 控制 系统 的 稳定 性 分 析 等 。 除 非特 别 指明 ， 通 常 所 
说 的 模 态 分 析 均 指 实 模 态 分 析 。 对 于 有 阻尼 系统 ， 可 以 先 略 去 阻尼 ， 进 行 特征 值 分 
析 ， 得 到 无 阻尼 系统 的 固有 频率 和 模 态 形状 ， 再 将 物理 坐标 上 的 联 立方 程 转换 到 模 
态 坐 标 上 去 。 尽 管 实 模 态 可 以 将 质量 和 刚性 矩阵 对 角 化 ， 但 是 一 般 不 能 同时 将 阻尼 
和 矩阵 也 对 角 化 。 因 此 ， 在 模 态 坐标 上 ， 依 然 存 在 由 模 态 阻尼 的 非 对 角 元 素 而 引起 的 
模 态 耦合 ， 如 图 3.9 所 示 。 














图 3.9 非 比例 阻尼 下 的 物理 坐标 与 实 模 态 坐 标 








需要 指出 ， 除 了 阻尼 以 外 ， 主 动 控 制 系统 、 陀 螺 效 应 、 空 气动 力 效应 或 其 他 结 
构 非 线性 特性 (如 摩 氛 ) 等 原因 也 会 导致 非 对 称 和 矩阵 ， 产 生 复 模 态 。 
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3.6.3 求解 频率 响应 的 复 模 态 方法 
由 上 节 可 知 ， 通 过 复 特征 值 分 析 可 以 得 到 2n 个 正 交 扩展 特征 向 量 [ 8]。 这 些 
正 交 向 量 组 成 了 一 个 基底 ， 用 它们 的 线性 组 合 可 以 求 得 实际 物理 坐标 上 的 响应 。 
引入 一 个 恒等式 








[m]ix] - [m]ix] =0 
与 方程 式 (3.3) 结 合 ， 可 得 扩展 系统 的 方程 为 





0 m]íx -m O1íx 0 T 
MAINE (59) 
定义 
m -m x(t 
al = [? "Lu = [~ phor = EE hE = [6] 
式 (3. 53) 变 为 
[A] {u} € [B]lu] = {F,(w)le™ (3.54) 
IBEX T7; PEBU f dL E RE E ERE u| =| Ulo) | e", W 
(jol A] * [B] 1U(o) | = (F,Co) ] (3. 55) 


上 述 扩 展 系 统 的 特征 向 量 为 [8B] ， 其 响应 可 以 表示 为 正 交 扩展 向 量 [@] 的 线性 
组 合 ， 即 





oo = X Alo) iB} = [1A(oi (3.56) 
这 里 ，|A(w) | 称 为 模 态 坐 标 ， 其 长 度 为 24。 把 式 (3. 56) 代 入 式 (3.55) ， 并 给 两 
边 同 乘 以 [LB] ， 得 
(jo[@]r[4][@] + [OIEBILG]) LACo) | = [9]" 1 F, o) 
利用 正 交 关系 式 (3. 52) ， 可 得 





(jo[a] + [5])) |A(9)] = [6] | F,Co) ] (3.57) 
这 里 ，[a] 和 [5] 为 对 角 和 矩阵 。 因 此 ， 以 上 方程 是 2n 个 独立 的 非 连 立 方程 ， 其 解 为 
Ai(w) = woe ee (i = 1,2,--:,2n) (3.58) 

joa; * b; 


于 是 ， 由 式 (3.56) 可 得 ， 物 理 坐 标 上 的 响应 为 

ve {p} {F Co] B, 

Hoan p 2 joa; * b; 
值得 注意 的 是 ，a, Mb, 并 不 相互 独立 ， 由 公式 (3. 51) 容易 得 到 二 者 之 间 通 过 

特征 值 联系 起 来 





(3.59) 


b; +à; =0 (3. 60) 
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所 以 ， 式 (3. 59) 可 进一步 写 为 
19," F,(o)1 16, 
ld RP EET EN 
将 式 (1.23) 代 入 上 式 ， 可 得 
^ A AOLA 
lU(o)] = it la 
pa 3: Go «od, t ju, E TD 
AE MEC UB GE EUR GE E i bn] He P I ORE PETERE) , ， 式 (3. 61) 可 进一步 
写成 
ao) 更) no ABF (oD) 
U = 8 a. 8 
Pn 2 Wcotcp rz e Quen pr 
这 里 ，| 66*| 表示 | o, WHH, 
一 般 所 说 的 模 态 解法 均 指 基 于 实 模 态 分 析 的 方法 。 但 是 ， 对 于 非 比例 阻尼 ,在 
实 模 态 坐标 上 ， 方程 依然 厢 合 ， 计 算 量 仍 可 能 很 大 ， 若 转化 到 复 模 态 扩展 坐标 上 ， 
则 可 以 完全 解 契 ， 计 算 量 可 以 大 大 减少 。 这 是 该 方法 的 最 大 优点 。 正 因 如 此 ， 面 对 
有 限 元 模型 越 来 越 大 的 现实 ， 这 个 方法 正 越 来 越 引起 人 们 的 重视 。 








(3.61) 


























3.7 强制 运动 激励 


以 上 所 讨论 的 结构 响应 均 是 在 外 力 激励 下 的 响应， 本 节 将 要 讨论 另外 一 种 激励 
形式 : 强制 运动 激励 。 实 际 中 遇 到 的 AIRES 
激励 到 底 是 哪 一 种 激励 形式 ， 需 要 根 
据 激 励 源 的 能 量 及 质量 大 小 来 判断 。 
当 激 励 源 质量 很 小 ， 其 存在 不 会 影响 
到 对 象 结构 的 振动 特性 时 ， 可 以 看 作 
是 力 激励 ， 例 如 一 般 激 振 实验 中 使 用 S 
的 电磁 加 振 器 就 是 力 激励 的 情况 ; TH 基础 强制 运动 





对 和 象 结构 








反 ， 当 激励 源 质量 和 能 量 很 大 ， 对 象 a) b) 
结构 的 存在 对 于 激励 源 来 说 没有 影响 图 3.10 ”强制 运动 激励 





的 情况 时 ， 可 以 看 作为 强制 运动 激 a) 强制 运动 对 结构 的 激励 b) 强制 运动 的 大 质量 模型 化 法 
励 ， 一 个 典型 的 例子 就 是 建筑 物 在 地 

震 激励 下 的 响应 问题 ， 如 图 3. 10a 所 示 。 在 有 限 元 分 析 中 ， 定 义 强制 运动 激励 不 像 
定义 力 激励 那样 简单 直接 ， 需 要 一 些 特 殊 处 理 。 

3.7.1 大 质量 法 


一 般 作 为 强制 运动 主体 的 基础 结构 在 研究 对 象 的 有 限 元 模型 中 不 存在 ， 一 个 直 
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接 的 方法 就 是 用 一 个 非常 大 的 质量 来 代表 这 个 基础 结构 ， 例 如 地 球 ( 见 图 3. 10b) 。 

如 果 我 们 给 这 个 大 质量 作用 一 个 力 ， 以 使 它 产 生 所 定 的 运动 ， 那 么 这 个 运动 对 
于 研究 对 象 的 结构 来 说 ， 就 是 作用 在 其 上 的 强制 运动 。 设 大 质量 为 M, EMEC 
上 面 的 力 为 ， 则 由 此 产生 的 加 速度 近似 为 (忽略 掉 对 象 结构 的 质量 。 男 外 ,为 了 
与 力 激 励 的 情况 有 所 区 别 ， 本 小 节 用 来 表示 位 移 响应 ) 

ü, 7 F/M, (3.62) 
显然 ， 单 位 加 速度 可 以 由 一 个 与 大 质量 的 值 相等 的 力 产 生 。 如 果 给 出 的 是 强制 速度 
或 位 移 ， 则 可 以 先 经 过 一 次 或 两 次 微分 得 到 加 速度 ， 再 由 式 (3. 62 ) 求 得 所 需 的 力 。 
这 样 ， 可 以 把 强制 运动 的 模型 化 转换 为 力 激励 的 模型 化 问题 。 

这 种 方法 可 以 用 于 求解 结构 响应 的 直接 解法 ， 也 可 以 用 于 模 态 解法 。 显 而 易 
见 ， 在 原 有 有 限 元 模型 中 引入 一 个 大 质量 ， 会 导致 接近 0Hz 的 刚体 模 态 。 在 利用 
模 态 解法 时 ， 应 该 把 这 些 刚 体 模 态 包括 进来 否则， 得 到 的 结果 ( 位移， 速度 ， 加 
速度 ) 是 相对 于 大 质量 的 相对 值 。 当 然 ， 如 果 不 需 要 绝对 值 ， 则 可 以 不 考虑 刚体 模 
态 。 排 除 掉 刚 体 模 态 的 好 处 是 可 以 避免 由 输入 加 速度 的 小 误差 带 来 的 刚体 漂移 问 
题 。 由 于 刚体 运动 不 产生 应 力 应 变 ， 所 以 包含 刚体 模 态 与 否 对 应 力 应 变 的 计算 结 
没有 影响 。 

为 了 保证 良好 的 数值 精度 ， 一 般 建议 大 质量 的 取 值 为 对 象 结构 质量 的 一 百 万 
倍 。 


3.7.2 惯性 载荷 法 


容易 理解 ， 在 强制 运动 激励 下 ， 结 构 的 响应 可 以 分 为 两 部 分 ， 即 刚体 运动 和 弹 
性 变形 。 刚 体 运 动 引起 的 响应 |u,| 直接 由 坐标 变换 得 到 (参见 图 3. 11) 
(u,} =[D] hus] (3.63) 
这 里 ，[D] 是 一 个 (n xr) 转 换 GOD) 
| 
(r 是 基础 运动 的 自由 度数 , 可 a) o o ila, 
以 是 1 ~6)。 作 为 说 明 举 例 ， 
图 3. 11 所 示 为 一 个 二 维 刚体 运 
动 引起 的 结构 上 一 点 的 刚体 变 






































形 及 其 转换 矩阵 。 图 3.11 基础 二 维 刚体 运动 引起 的 结构 上 
若 结 构 的 弹性 变形 用 | 1 一 点 的 刚体 变形 及 其 转换 矩阵 
来 表示 ， 则 整个 响应 wu | 为 
[ul iul iul = 二 [ol 


如 果 没 有 外 力作 用 的 话 ， 结 构 振 动 由 式 (3. 64) 决 定 
[mi *[e] iu] *[k] iu] =0 (3. 64) 
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将 iu| 的 关系 式 代 入 式 (3.64) ， 得 
[m]iu] *[cliu] *[k]lu] 2- E[m][D] luy] - Le]lLD1ius] - LEILD] iu] 
由 于 刚体 运动 不 产生 任何 弹性 或 粘性 力 ， 下 列 关 系 成 立 
[c][D] lu] =0, [k][D] lu] =0 

于 是 有 

[m]iu] * [c]iu] * [k]lu] 2-[m]ED]iujl (3.65) 
式 (3. 65) 右边 代表 了 基础 加 速度 引起 的 惯性 载荷 。 这 个 方程 可 以 用 直接 法 或 模 态 
法 求解 ， 从 而 得 到 频率 响应 或 瞬 态 时 间 响 应 。 这 种 方法 得 到 的 结果 是 一 个 相对 于 基 
础 运动 的 相对 量 ， 因 此 也 叫做 相对 位 移 法 。 这 种 方法 得 到 的 处 于 基础 上 的 点 的 位 移 
当然 为 0， 也 不 存在 刚体 漂移 的 问题 。 


3.7.3 和 矩阵 分 割 法 


现在 的 方法 是 把 系统 矩阵 根据 自由 自由 度 (Free DOF) 和 约束 自由 度 ( Constrain- 
ed DOF) 进 行 划 分 ， 然 后 直接 把 约束 自由 度 上 的 强制 运动 导入 到 系统 方程 中 去 。 
用 大 集 代表 自由 自由 度 ，s- 集 代表 约束 自由 度 ， 系 统 方程 可 以 写 为 
[mg] [m] ur [er] [es] m [ky] [kg Ur F, 
D Sea EXER. ualde) 
(3. 66) 
HP, F 是 作用 在 f 集 上 的 载荷 ，F. 是 作用 在 *- 集 上 的 外 力 及 约束 载荷 。 从 式 
(3. 66) 可 得 
[mr] {ul + [eg] lui + [kellu = {F} (Lei tle ]iu.] +] les) 
(3.67) 
可 见 ， 强 制 运动 1x 、{z,} u, } 可 以 作为 激励 载荷 直接 导入 到 系统 运动 方程 中 
去 。 如 果 不 存 在 强制 运动 ， 则 式 (3. 67) 即 是 一 般 的 激励 力作 用 下 的 运动 方程 。 
式 (3.67) 可 以 用 直接 法 或 模 态 法 在 频 域 或 时 域 求解 。 得 到 的 结果 比 大 质量 法 
更 精确 ， 而 且 直 接 得 到 响应 的 绝对 值 。 


3.7.4 最 大 响应 估算 法 ( 冲击 与 啊 应 谱 分 析 方 法 ) 


以 上 介绍 的 各 种 强制 运动 作用 下 的 响应 计算 方法 如 果 在 时 域 求 解 的 话 ， 均 需 进 
行 数 值 积 分 运算 。 这 样 ， 虽 然 得 到 的 结果 比较 精确 ， 但 是 计算 成 本 也 较 大 。 在 工程 
上 ， 特 别 是 土木 工程 上 ， 和 常常 需要 对 强制 运动 激励 下 结构 响应 的 最 大 值 做 出 估算， 
例如 在 地 震 激励 下 建筑 物 的 最 大 变形 等 。 这 里 ， 介 绍 一 种 较为 简便 的 估算 最 大 响应 
的 方法 ， 就 是 所 谓 的 冲击 与 响应 谱 分 析 方 法 (Shock and Response Spectrum Analy- 
sis) 。 该 方法 是 模 态 法 时 间 响 应 分 析 的 简化 形式 ， 其 基本 概念 是 : 先 计算 出 强制 运 
动 激 励 下 结构 各 个 模 态 的 响应 ， 然 后 不 考虑 相位 关系 ， 把 各 个 模 态 的 响应 简单 相 
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加 ， 从 而 估算 出 可 能 的 最 大 响应 振幅 。 该 方法 的 优点 是 无 需 数值 积分 运算 ， 计 算 简 
单 高 效 ; 相应 的 缺点 是 只 能 得 到 估计 值 。 除 了 估算 地 震 激励 下 建筑 物 的 振动 响应 
外 ， 该 方法 还 可 应 用 于 估算 飞行 带 内 部 仪 如 所 受到 的 冲击 响应 。 







































































首先 ,给 出 冲击 与 响应 谱 的 定义 。 jro 
冲击 谱 是 指 一 个 单位 质量 的 单 自由 度 系 OH wo 人 
统 在 强制 运动 作用 下 的 最 大 响应 。 显 wmlc Pr Kap ES 
然 ， 这 些 最 大 值 是 在 系统 固有 频率 处 得 
到 的 。 对 于 不 同 阻尼 ， 最 大 振幅 也 不 » 
同 。 相 应 地 ， 一 个 单位 质量 的 单 自由 度 图 3.12 ”冲击 及 响应 谱 的 定义 
系统 在 力 激励 下 的 最 大 振幅 称 为 响应 。 虽 强 制 运动 作 用 下 的 冲击 谱 ， | wl us 
谱 。 图 3. 12 是 冲击 及 响应 谱 定 义 的 示 b Jj Fons 1 ul we 
意图 。 


然后 ， 介 绍 该 方法 的 原理 。 从 式 (3.65) 可见 ， 强 制 加 速度 运动 所 产生 的 等 价 
惯性 载荷 为 
Fat) =- [mlLD] u(t)) 
代入 式 (3. 44)， 可 得 
[M]I8( + EC]18(0 + [K118(0] =- [p] Em] ED] Ls CO) ] 
考虑 比例 阻尼 以 及 模 态 向 量 经 过 质量 正规 化 的 情况 ， 上 式 变形 为 
8,(1) +2; 8; (t) + o28,(1) =- 1o; [m][ D] {u (t)},i =1,2,,n 
(3.68) 
式 (3. 68) 右 边 代表 由 强制 加 速度 引起 的 作用 在 第 i 节 模 态 上 的 等 价 模 态 力 。 这 里 ， 
我 们 定义 第 i 阶 模 态 的 贡献 因子 为 {vy} 
lyi} =- iol [m] [D] 
这 是 一 个 1 xr 向 量 , 反映 了 7 个 方向 的 强制 运动 对 第 i 阶 模 态 的 影响 。 假 设 强 制 加 
速度 的 作用 点 为 a, 且 只 考虑 一 个 方向 上 的 强制 运动 ， 式 (3. 68 ) 成 为 
8,(1) 427,0, 6,(1) 428, (1) = uy (t), i21, 2, =, n 
T AE SERERE, CRETS A 





ô; (1) 一 V uz(o,, is t) (3.69) 
这 里 ，z(w,, G, OIU FA A BR RE RAE AS RII 
Z(t) *2£,o;z(1) + z(t) = uy(t) ,i = 1,2,-,n (3. 70) 





把 式 (3.69) 代 入 式 (3. 42) ， 可 以 得 到 指定 点 的 实际 啊 应 为 


W(t) = D De) = 2 Pubs okt) 
如 果 我 们 严密 地 求解 方程 式 (3.70) ， 则 这 个 过 程 与 前 面 介绍 的 模 态 法 时 间 响 
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应 分 析 完 全 相同 。 这 里 ， 引 入 若干 简化 。 首 先 ， 我 们 忽略 掉 方 程式 (3.70) 的 时 域 
响应 的 解 的 细节 ， 仅 仅 考虑 共振 时 响应 的 最 大 幅 值 ， 即 所 谓 的 响应 谱 z(w,,;) = 
max| z(e;,Z;,t) | 。 其 次 ， 在 模 态 合 加 中 不 考虑 相位 关系 ， 而 取 绝 对 值 相 加 ， 得 到 
最 大 可 能 的 峰值 如 下 





m= D Iduli paalo, FS (3.71) 


式 (3.71) 代 表 了 最 坏 的 情况 ， 即 所 有 模 态 的 峰 值 对 于 结构 上 的 每 一 个 点 来 说 ,在 
同一 时 刻 出 现 。 显 然 ， 对 于 瞬间 冲击 ， 各 个 周期 不 等 的 模 态 仪 有 短暂 的 时 间 出 现 ， 
上 述 这 种 近似 误差 较 大 ; 但 对 于 延续 时 间 较 长 的 冲击 ， 如 地 震 ， 各 个 模 态 的 峰值 会 
反复 出 现 ， 这 种 近似 方法 是 可 以 接受 的 。 这 个 近似 方法 称 为 绝对 和 法 (ABsolute 
Sum method, ABS), 

一 个 更 为 现实 的 方法 是 假定 模 态 幅 值 和 相位 按 概率 分 布 的 方法 相 结合 ， 得 到 最 
大 响应 的 均 方 根 (RMS ) 的 估 值 


s | 2, (buds Cos L0) 
这 个 规则 称 为 SRSS (Square Root of Sum-Squared ) 方 法。 这 是 最 为 常用 的 方法 ， 在 
大 多 数 情况 下 可 以 得 到 较为 准确 的 结果 。 但 是 ， 这 种 方法 假定 模 态 响应 是 不 相关 
的 ， 每 个 模 态 的 峰值 在 不 同时 间 出 现 ， 因此 模 态 耦合 效应 没有 被 考虑 。 这 种 方法 得 
到 的 结果 比较 乐观 ， 代 表 了 动力 响应 峰值 的 下 限 。 
第 三 种 方法 是 ABS 和 SRSS 的 折 中 。 它 把 贡献 最 大 的 第 j 阶 模 态 独立 出 来 ， 把 
其 余 模 态 的 SRSS 运算 结果 与 第 j 阶 模 态 的 峰值 响应 进行 绝对 和 运算 。 其 关系 式 为 


























u, =| byll Juz (o; g) Ls [3 (dia uz (0, 0) )? (3.72) 
这 个 方法 称 为 NRL (Naval Research Laboratory ) 规则 。 
更 为 复杂 的 运算 规则 是 考虑 上 特征 值 密集 的 模 态 之 间 的 耦合 效果 ， 称 为 CQC 
( Complete Quadratic Compbination ) 方 法。 这 种 方法 比 前 面 的 方法 精度 高 ， 其 定义 为 





n= JÈ? Y FONSECA (3.73) 


这 里 ，y; 是 模 态 m 取决 于 两 个 模 态 之 间 的 模 态 频率 之 比 与 模 态 
阻尼 之 比 为 


8 JEEE * PP 
(E 70D e ALL 02) & GI e Ep 


其 中 ，py = 一 。 如 果 模 态 频率 分 离 较 大 ， 模 态 间 的 相关 很 小 , 则 这 个 方法 与 SRSS 
的 结果 相同 





Dé E 
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冲击 谱 分 析 法 的 关键 步骤 是 确定 响应 谱 z(w,, 6) = max! z(w,, £,, t) lo TE 
大 多 数 情 况 下 ， 这 些 数据 作为 设计 参数 是 已 知 的 。 如 果 只 给 出 了 基础 结构 的 加 速 
度 ， 可 以 把 这 个 强制 加 速度 作用 到 一 系列 的 单 自由 度 振 子 上 去 ， 以 求 得 它们 的 峰 
值 ， 进 而 得 到 响应 谱 。 对 于 单 自由 度 系统 来 说 ， 其 共振 峰值 可 由 现成 公式 求 得 ， 计 
算 很 简单 。 每 个 单 自 由 度 系统 的 参数 由 结构 模 态 分 析 取 得 ， 即 一 个 模 态 对 应 于 一 个 
单 自由 度 系 统 。 模 态 阻 尼 可 以 取 不 同 的 值 ， 以 得 到 不 同 程度 的 响应 谱 ， 如 图 3. 13 
所 示 。 注 意 : 只 计算 每 个 振子 的 振幅 ， 它 们 的 相位 情报 被 忽略 不 计 。 得 到 响应 谱 
后 ， 用 以 上 介绍 的 各 种 近似 算法 ， 即 可 估算 出 实际 的 物理 响应 幅 值 。 







































































图 3.13 ”响应 谱 示 意图 


3.7.5 模 态 有 效 质量 
由 3.7. 2 小 节 可 知 ， 在 强制 运动 激励 下 结构 的 振动 由 下 式 决定 





[m]iu] *[e]iul * [k] iu] =- [m][ D] uj] 
如 果 考 虑 一 个 方向 上 的 运动 ， 如 方向， 上 式 变 为 

[m]iu] *[e]iul *[k]lu] 2- [m] Dus, (3. 74) 
这 是 一 组 微分 方程 ,其 中 ，| D,| 是 一 个 (n x1) 向 量 。 给 式 (3.74) 两 边 同 乘 以 


[D, 7, 得 
1D, [m] iu} + (D, Ce] lul + 1D, Uk] {u} =- {D,}" [m] {D,} üo 
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上 式 是 一 个 单个 的 微分 方程 ， 反 映 了 结构 在 > 方向 上 的 啊 应 。 这 里 定义 

m, = 二 [1D (3. 75) 
这 个 量 的 量 纲 为 质量 ， 反 映 了 从 运动 方向 上 观察 到 的 结构 的 质量 。 下 面 ， 我 们 从 
另外 一 个 角度 来 考察 这 个 量 。 

回 到 式 (3.74) ， 利 用 模 态 坐标 变换 式 (3. 22) 把 它 转 换 到 模 态 坐标 ， 并 给 两 边 
同 乘 以 [由 ] ， 得 到 模 态 参数 表示 的 模 态 方程 
[M]18| + [C]H8] + [K]l8] =- [6] Em] D, à 

上 式 右 边 为 一 个 向 量 ， 表 示 由 于 7 方向 的 强制 运动 产生 的 作用 在 各 个 模 态 上 的 等 效 
动 载荷 。 从 这 个 角度 ， 可 以 定义 一 个 模 态 贡献 因子 (Participation Factor) 

ip] = [6] (m ]1D.] (3.76) 
由 于 模 态 向 量 为 正 交 向 量 ， 任 何 运 动 均 可 由 它们 的 线性 组 合 得 到 。 因 此 ， 刚 体 运 动 
向 量 1D,| 可 以 写 为 





{D} = [o]ivyl (3. 77) 
这 里 ，|y| 为 一 组 加 权 系 数 。 代 入 式 (3.76) ,得 
{p} = [61 Em]ELo] iv] = Liy| 

通常 ， 对 模 态 形状 进行 质量 正规 化 处 理 ， 由 此 得 到 的 模 态 质量 矩阵 为 单位 矩阵 ， 
KA pi ziyl, E pi =Y 

男 一 方面 ， 把 关系 式 (3.77) 代 入 式 (3.75)， 得 

m, -iyV [6] [m] le]iyi 2 y [M] iyi 2 Ey; 
可 见 ， 在 7 方向 上 呈现 的 等 效 刚体 质量 是 各 个 模 态 贡献 的 总 和 。 每 一 个 模 态 的 贡献 
称 为 模 态 有 效 质 量 ( Modal Effective Mass) ， 即 
Mat = My =V% = pi 

模 态 有 效 质量 为 模 态 贡献 因子 的 平方 。 模 态 有 效 质 量 大 ， 表 示 由 强制 运动 产生 的 作 
用 在 该 模 态 上 的 动 载荷 大 ， 相 应 地 ， 该 模 态 的 响应 就 可 能 大 。 把 所 有 模 态 在 各 个 方 
向 上 的 有 效 质量 加 起 来 ， 就 是 结构 的 实际 总 质量 。 在 对 大 规模 系统 应 用 模 态 法 时 ， 
不 可 避免 地 要 对 高 频 模 态 进行 取舍 ， 计 算出 的 模 态 总 有 效 质 量 一 般 小 于 结构 质量 。 
如 果 小 得 太 多 ， 则 说 明 漏 掉 了 关键 的 模 态 。 

模 态 有 效 质量 是 一 个 筛选 重要 模 态 的 很 有 用 的 指标 ， 它 揭示 了 哪些 模 态 支配 
着 结构 在 强制 运动 激励 下 的 响应 。 该 方法 不 仅 可 以 应 用 于 土木 工程 中 ， 而 且 可 以 
应 用 在 航天 工程 上 。 一 般 ， 计 算出 6 个 方向 上 (3 个 平移 方向 和 3 个 回转 方向 ) 的 
模 态 有 效 质量 ， 以 显示 在 不 同方 向 上 哪些 模 态 重要 。 作 为 举例 ， 表 3. 1 所 示 为 某 
航天 结构 的 模 态 有 效 质 量 的 计算 结果 。 在 这 个 项 目 中 ,70Hz 以 下 的 、 模 态 有 效 
质量 在 2% 以 上 的 模 态 被 选 为 目标 模 态 。 尽 管 模 态 5 不 满足 这 个 准则 ， 但 由 于 它 
在 了 方向 (z 为 平移 方向 ) 上 存在 较 大 的 变形 (数据 略 去 ) ， 也 被 选 为 目标 模 
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A31 某 结 构 的 模 态 有 效 质量 的 计算 结果 
























































频率 / 模 态 有 效 质量 /结构 总 质量 ( x 1/1000) 
模 态 目标 模 态 
Hz T. T, T, R, R, R, 
1 15.8 582.4 0.1 0.1 0.0 205.1 0.2 O 
2 21.3 69. 0 492. 7 0.4 10. 1 331.6 0.3 O 
3 22.0 86. 6 484. 7 0.1 9.8 348. 7 15.7 O 
4 39.7 22.0 8.1 0.1 0.3 14.0 86.4 O 
5 47.3 1.8 0.1 15.4 14.5 1.3 15.6 O 
6 51.4 7.8 0.4 14.8 1.5 3.5 239. 4 O 
7 56.1 0.2 0.2 763. 2 27.3 10.3 4.9 O 
8 62.6 8.0 0.0 56.9 4.3 4.4 0.4 O 
9 67.2 4.6 0.2 52.4 18. 0 0.3 0.2 © 
10 71.7 0.4 0.4 0.8 0.4 0.4 132.7 O 
11 73.7 3.2 0.1 0.2 1.9 0.1 26. 4 — 
12 81.0 7.9 0.0 0.7 0.8 3.0 0.0 — 
13 85. 1 0.6 0.7 6.0 86. 7 1.3 1.6 — 
14 94.1 22.6 0.2 0.1 4.6 8.7 45.3 — 
15 97.7 1.7 0.3 1.0 27.4 0.0 59.8 — 
16 99. 5 8.6 0.2 0.6 1.1 1.4 43.6 — 
17 107. 5 17.3 2.4 1.8 296. 5 0.2 2.9 — 


























È: ORR BRES., 
3.8 多 自由 度 系统 的 振动 控制 


对 于 多 自由 度 系统 的 振动 控制 来 说 ， 最 常用 的 方法 就 是 对 重要 的 模 态 实行 控 
制 。 本 节 介 绍 这 种 多 自由 度 系统 的 模 态 控制 。 


3. 8.1 动力 吸 振 器 的 运用 


在 第 2 wP, RTEA H h EE 
RENA T 2 23 ec DA) e C EVE RR 
则 。 这 里 来 介绍 对 于 实际 的 结构 如 何 
运用 这 种 设计 方法 。 图 3. 14 所 示 为 
一 个 长 方形 断面 的 钢 质 悬臂 粱 结构 ， 
总 质量 为 0.78kg。 假 定 该 悬臂 梁 只 能 
在 XY 平面 中 振动 ， 利 用 有 限 元 分 析 ， 图 3.14 SHICECFDORE 
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可 以 得 到 它 的 前 4 阶 模 态 ， 如 图 3. 15 所 示 。 此 外 ， 图 3. 16 JERR RA sg p JI 
时 观测 到 的 该 点 的 频率 响应 函数 ( 模 态 阻尼 取 为 0. 1% ) 。 现 在 来 考虑 利用 动力 吸 振 
器 来 控制 该 结构 的 振动 。 


[——— d 





1 阶 模 态 ，4.2Hz 2 阶 模 态 : 26.0Hz 
3 阶 模 态 : 72.9Hz 4 阶 模 态 : 142.7Hz 


图 3. 1$ 悬臂 梁 结构 的 前 4 阶 模 态 
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图 3.16 悬臂 梁 结构 的 频率 响应 函数 (驱动 点 柔顺 性 函数 ) 
首先 考虑 控制 第 1 阶 模 态 。 由 图 3. 15 所 示 的 模 态 形状 可 知 ， 悬 臂 梁 最 右 端 w 
点 的 模 态 变形 最 大 ， 有 具体 来 说 ， 质 量 正规 化 后 的 模 态 向 量 在 该 点 的 绝对 值 最 大 ， 为 
2. 2602。 由 式 (3.36) 可 得 ， 该 点 的 等 价 质量 为 


1 1 
eq us -— -- 
HU UENIT be 


这 是 第 1 阶 模 态 中 等 价 质量 为 最 小 的 点 。 在 这 点 上 安装 动力 吸 振 融 所 需 的 附加 质量 
也 最 小 ， 因 此 效果 最 好 。 取 质量 比 人 4 =0.1， 则 吸 振 带 的 质量 为 
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m, = NM = 0.0195kg 
根据 第 2 章 中 介绍 的 动力 吸 振 需 最 优 设 计 原 则 ， 同 调频 率 为 
wj =0OZ(L+A) = (20 x4. 2/1. 1) Hz =23.99Hz 
于 是 ， 吸 振 需 的 文 持 刚性 为 
k; =miwl = (0. 0195 x23. 99°) N/m 2 11. 222N/m 
再 根据 最 优 阻尼 的 式 (2. 33) ， 可 以 得 到 吸 振 器 的 阻尼 为 


3u 
Cl1 = 26 mM, 0, = 2m w, 8(1 +u) = 0. 173N * s/m 


这 样 ， 就 确定 了 动力 吸 振 器 的 各 个 参数 (质量 、 刚 性 、 阻 尼 ) 。 把 这 个 动力 吸 振 器 
安装 在 a 点 (如 图 3.17 所 示 ) ， 再 计算 该 点 的 频率 响应 函数 ， 可 得 如 图 3. 18 所 示 的 
结果 。 可 见 ， 第 1 阶 模 态 频率 处 的 峰值 得 到 了 良好 的 控制 。 

然后 ， 考 虑 控制 第 2 阶 模 态 。 由 于 在 c 点 已 经 设置 了 一 个 吸 振 器 ， 控 制 第 2 阶 
模 态 的 吸 振 器 显然 应 设置 在 5 点。 假定 激励 力 在 a 点 ， 则 第 2 阶 模 态 在 4 点 的 等 价 
质量 为 























1 1 
1 2.261 x 1.621 
HE, po =2. 261 为 第 2 阶 模 态 在 激励 点 a 的 模 态 变形 ，q,, = -1. 621 为 第 2 阶 模 
态 在 响应 点 5 的 模 态 变形 。 同 样 取 质量 比 m 
人 =0.1， 则 可 以 确定 该 动力 吸 振 器 的 最 优 c 


M; 
2 





kg = 0. 273kg 














m, =0. 0273kg 
k, 2602. 12N/m 
c, 21. 497N . s/m 图 3.17 dumm E E 
图 3. 19 所 示 为 同时 在 65 点 安装 上 以 上 吸 861 ESSA 
振 器 后 ， 在 a 点 观测 到 的 柔顺 性 函数 。 可 见 ， 第 1 阶 和 第 2 阶 模 态 频率 处 的 峰值 同 
时 得 到 了 良好 的 控制 。 
最 后 ， 考 虑 控制 第 3 阶 模 态 。 控 制 该 模 态 的 吸 振 器 显然 应 设置 在 点 。 假 定 激 
励 力 在 a 点 ， 则 第 3 阶 模 态 在 c 点 的 等 价 质量 为 
001 1 
| 64041 2.261 x 1. 71 
同样 取 质 量 比 =0.1， 则 可 以 确定 该 动力 吸 振 器 的 最 优 和 参数 为 
m, =0. 0257kg 
k, =4490. 86N/m 
c, 23.083N * s/m 
TE a 点 安装 上 控制 第 1 PPESZSHUSUJJUDESR, TED 点 安装 上 控制 第 2 阶 模 态 的 动力 























M? kg = 0.259kg 
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图 3.18 悬臂 粱 结构 第 1 阶 模 态 的 控制 效果 (驱动 点 柔顺 性 函数 ) 
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图 3.19 悬臂 梁 结构 第 1 rA 2 阶 模 态 的 控制 效果 ( 驱动 点 柔顺 性 函数 ) 

吸 振 器 ， 同 时 在 c 点 安装 上 控制 第 3 阶 模 态 的 吸 振 器 后 ， 图 3. 20 所 示 为 在 a 点 观 
测 到 的 柔顺 性 函数 。 可 见 ， 第 1、2、3 阶 模 态 频率 处 的 峰值 同时 得 到 了 良好 的 控 
制 ， 甚 至 第 4 阶 模 态 频率 处 的 峰值 也 得 到 了 一 定 程 度 的 抑制 。 

图 3. 21 所 示 为 在 a 点 激 振 、 在 4 点 观测 到 的 传递 柔顺 性 函数 ， 同 样 ， 对 象 模 
态 频 率 处 的 峰值 得 到 了 良好 的 控制 。 图 3. 22 所 示 为 在 a KAIR, Æ b 点 观测 到 的 
瞬 态 响应 函数 。 可 见 ， 附 加 了 3 个 动力 吸 振 器 后 ,振动 响 应 得 到 了 快速 衰减 。 

三 个 吸 振 器 的 质量 总 和 为 0.072kg， 相 当 于 芒 臂 梁 质 量 的 1X10 以下。 可见 ， 
这 是 一 种 有 效 的 给 原 有 结构 附加 阻尼 的 振动 控制 方法 。 总 而 言 之 ， 基 于 单 自由 度 系 
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图 3.20 悬臂 粱 结构 前 3 阶 模 态 的 控制 效果 ( 驱动 点 柔顺 性 函数 ) 
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图 3.21 悬臂 梁 结构 前 3 阶 模 态 的 控制 效果 (传递 柔顺 性 函数 ) 
统 的 动力 吸 振 带 的 设计 理论 可 以 方便 地 应 用 到 实际 结构 的 振动 控制 中 去 。 其 基本 思 
想 就 是 把 结构 的 各 个 模 态 当 作 单 自由 度 系统 来 对 待 ， 对 目标 模 态 进行 控制 。 这 里 ， 
关键 的 步骤 是 确定 吸 振 器 设置 位 置 的 等 价 质量 。 如 果 利 用 有 限 元 分 析 或 者 实验 模 态 
分 析 方 法 得 到 了 结构 的 模 态 参数 ， 则 利用 式 (3. 36) 就 可 以 方便 地 得 到 设置 点 的 等 
价 质量 。 在 上 面 的 例子 中 ， 考 虑 上 了 激励 力 的 位 置 。 在 激励 力 位 置 未 知 的 情况 下 ， 
可 以 简单 地 认为 等 价 质量 为 M" =1/q$;， 其 中 ，q, 表示 第 i 阶 模 态 在 设置 位 置 的 经 
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图 3.22 悬臂 梁 结构 的 自由 振动 控制 效果 ( 瞬 态 响应 函数 ) 
过 质量 正规 化 后 的 模 态 向 量 的 值 。 设 动力 吸 振 絮 的 质量 为 m， 则 质量 比 为 j= m/ 
M? =mg; ， 最 优 同调 频率 比 ( 吸 振 器 的 固有 频率 与 结构 的 第 ; 阶 模 态 频 率 之 比 ) 和 
最 优 阻 尼 比 分 别 为 





1 3mó; 
据 此 可 以 确定 控制 第 i 阶 模 态 的 动力 吸 振 融 的 刚性 和 阻尼 系数 的 值 。 
当 没 有 条 件 进行 模 态 分 析 时 ， 可 以 利用 以 下 简易 方法 确定 吸 振 器 设置 位 置 的 等 
价 质量 。 首 先 测 量 结构 的 频率 响应 函数 ， 以 确定 需要 控制 的 峰值 频率 。 设 该 目标 频 
率 为 20, ， 则 有 以 下 关系 


K 
(i-i (3.78) 


其 中 ，M 可 以 理解 为 设置 位 置 的 等 价 质量 ,，K 为 等 价 刚性 。 然 后 在 设置 位 置 附加 一 
个 小 质量 Am， 再 次 测量 该 点 的 频率 响应 函数 ， 目 标 频率 会 有 一 个 小 的 变动 ， 成 为 
人 2, ， 其 公式 为 























天 
K M+Am 


由 式 (3.78) 和 式 (3.79) 可 得 ， 等 价 质量 为 

Am, 

K - (5 

这 个 简易 方法 很 实用 ， 称 为 质量 感应 法 。 使 用 该 方法 应 注意 的 问题 是 附加 质量 不 能 
太 大 ， 以 免 改 变 原 有 结构 的 振动 模 态 。 但 是 如 果 附 加 质量 太 小 ， 则 目标 频率 的 变化 
不 明显 ， 在 测量 仪器 分 辨 率 不 够 高 时 ， 易 引入 测量 误差 。 为 了 提高 精度 ， 可 以 附加 
儿 种 不 同 大 小 的 质量 ,得 到 相应 个 数 的 等 价 质量 估计 值 ， 然 后 对 得 到 的 等 价 质量 与 


(3.79) 
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附加 质量 进行 最 小 二 乘 相关 分 析 。 根 据 得 到 的 线性 关系 ， 推 出 附加 质量 为 0 时 的 等 
价 质量 ,就 是 所 要 的 结果 。 这 样 可 以 尽量 排除 掉 附加 质量 带 来 的 影响 。 

男 外 一 种 方法 就 是 测量 设置 位 置 的 惯量 隐 数 (加 速度 与 激励 力 之 比 )， 在 模 态 
分 离 得 很 开 的 情况 下 ， 有 可 能 直接 从 频率 啊 应 曲线 的 质量 线 上 (massline ) 估 测 出 该 
点 的 等 价 质量 。 


3.8.2 模 态 的 主动 控制 


在 第 2 章 中 ， 我 们 以 单 自由 度 系统 为 例 ， 介 绍 了 L 最 优 控制 理论 在 振动 主动 
控制 中 的 应 用 。 其 实 ，LQ 最 优 控制 理论 最 适合 于 多 自由 度 系 统 的 振动 控制 。 多 自 
由 度 系统 的 运动 方程 在 状态 空间 可 以 表示 为 

x(t) =Ax(t) + Bu(t) (3. 80a) 
y(t) 2 Cx(1) (3. 80b) 


x -mc -m'k m 0 
其 中 , x= 站 | .A- , B= QUc|Fd.a 
X7 2nx1l I 0 2n x2n 0 I 2n xn 


C 为 观测 矩阵 ， 通 常 由 1 与 0 Hg, XX, [m], [e]. [A] AIA n x n 阶 质 量 矩 
阵 、 阻 尼 和 矩阵 和 刚性 矩阵 。|x} 为 n x1 MRENE, [FA nx 阶 控制 外 力 向 
E, [I] n xn 阶 单位 矩阵 ，[0] 表 示 nxn 阶 0 矩阵。 在 以 上 定义 中 ， 我 们 假 
定 用 与 系统 自由 度 相同 数目 的 传 感 带 进行 状态 测量 ， 用 同样 数目 的 执行 器 进行 控 
制 。 

如 果 上 述 方程 的 自由 度数 不 是 很 高 (如 n<10)， 则 控制 系统 设计 直接 可 以 在 物 
理 坐 标 上 进行 。 但是， 一般 我 们 面 对 的 要 么 是 实际 的 连续 体力 学 结构 ， 要 么 是 大 规 
模 的 有 限 元 数学 模型 ， 自 由 度数 目 很 大 。 而 控制 系统 所 依赖 的 都 是 数量 有 限 的 传 感 
融和 执行 器 ， 对 于 大 规模 系统 ， 要 检测 出 所 有 状态 量 (x*，x) 并 加 以 控制 显然 是 不 
可 能 的 。 为 了 有 效 地 设计 反馈 控制 系统 ， 首 先 应 建立 低 阶 振动 系统 的 模型 。 

在 3.4.1 节 中 ， 我 们 介绍 了 利用 模 态 法 解 看 并 降 阶 处 理 频率 响应 的 计算 方法 。 
这 里 ， 把 这 一 方法 引入 到 控制 设计 中 ， 即 对 模 态 实施 控制 。 为 了 进行 模 态 控制 设 
计 ， 首 先 应 把 系统 状态 方程 转换 到 模 态 坐标 上 去 。 利 用 坐标 变换 式 (3.22) ， 可 得 









































NN pê fo 01151 
e HRES d 
中 0 6 m "— Ed 
其 中 ， o=o MI s- [7]. (à URBI nxn 阶 模 态 形状 矩阵 ，6 为 模 态 状态 
向 量 。 将 式 (3. 81) 代 入 式 (3. 80 ) 并 进行 变形 ， 可 得 
(t) =A6(1) + Bu(t) (3. 82a) 


y(t) =C6(t) (3. 82b) 
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这 里 
40 t ^o $0 ET. d 
p p " I 2nx2 


中 由 0 0 
，C=CG 


Kr, [M] 2L0] [m] [由 ] 为 模 态 质量 矩阵 ，[C] = L6] Ce] [] 为 模 态 阻尼 矩阵 ， 
[K] =[ 风 二 [为 模 态 刚性 矩阵 。 这 样 ， 就 得 到 了 在 模 态 坐标 上 表示 的 状态 方 
程 。 

对 于 方程 式 (3. 82 ) 所 代表 的 线性 系统 来 说 ， 最 优 控制 问题 是 使 以 下 2 次 型 评 
价 函数 达到 最 小 (Least Quadratic cost function ) 


Bg" ot u 





je S (5705 + u'Ru)di 


Et, O 为 2n x2n XHA EE, RÆ n xn HAEE, WR KEETE, RHE 
定 和 矩阵 ， 且 已 知 系统 (3. 82) 是 可 控 的 ， 则 最 优 控制 向 量 由 以 下 状态 反馈 来 决定 





u(t) = - Kó(t) (3. 83) 
其 中 ， 增 益 和 矩阵 玉 (mn x2n) 由 下 式 决定 
K-R'B'P 


KE, P 为 以 下 歼 卡 提 方 程 的 对 称 正定 解 (2n x2n) 
A'P«PA-PBR !B'P«Q-0 
将 式 (3. 83) 代 入 式 (3. 82) ， 可 得 模 态 坐标 上 的 闭环 系统 的 状态 方程 为 
(t) -(A-K B)ó(1) 











该 方程 的 解 为 
8(1) 2 e 4-598, 
6, 为 初始 模 态 状态 量 。 闭 环 系统 的 特征 方程 为 4 -KB =0， 其 根 就 是 特征 值 。 

前 面 已 经 说 过 ， 对 于 比例 阻尼 的 情况 ， 转 换 到 模 态 坐标 上 的 系统 方程 将 变 为 非 
EAH n 个 独立 的 方程 。 相 应 地 ， 模 态 状 态 空间 上 的 系统 矩阵 A 为 对 角 阵 。 但 是 ， 
引入 状态 反馈 后 ， 并 不 能 保证 闭环 系统 矩阵 A - KB 也 为 对 角 阵 。 也 就 是 说 ， 状 态 
反馈 可 能 把 已 经 解 耦 的 方程 重新 耘 合 化 。 如 果 闭 环 系统 的 矩阵 依然 为 对 角 阵 ， 即 只 
有 模 态 i 的 状态 量 参 与 模 态 i 的 控制 ， 则 问题 变 为 各 个 模 态 的 独立 控制 (Independent 
Modal-Space Control，IMSC)。 为 了 更 易于 理解 ,我 们 从 状态 空间 重新 加 到 模 态 坐 
标的 运动 方程 























[61 E6]1L6118] = Le] 1F.) (3. 84) 
KF, [CG] =- [mj] +jw[c] € Lk] 。 假 定 控制 力 向 量 由 以 下 状态 反馈 得 到 
[F = [H]ixi = [H]Lo]168] 
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于 是 式 (3. 84) 成 为 
[6] '[c][6]18] = [6]'LH]L 6] 18] 
对 于 比例 阻尼 系统 , [6] [G] [6] 为 对 角 阵 。 对 于 IMSC 的 情况 , [6] " [H][6] 也 
为 对 角 阵 ， 于 是 可 以 得 到 
[6] ((6] - [HD [9118] = (3. 85) 

式 (3. 85) 为 闭环 系统 的 特征 方程 。 这 个 关系 表明 ， n — nn 
原 有 系统 的 特征 值 ( 阻 尼 及 固有 频率 ) ， 并 不 改变 其 特征 向 量 ， 即 模 态 形状 。 

进一步 考虑 闭环 系统 的 频率 响应 函数 。 在 外 力作 用 下 的 闭环 系统 的 强迫 振动 方 
程 为 











[6] CL6] - [HI)L$]{6 = [$1 | 
假定 激励 力作 用 在 a 点 ， 响 应 观察 点 在 5 点 ， 参 考 式 (3. 30) 可 得 
x(w) = E md (3. 86) 


其 中 , G -196,/'[6]110,) ,H; = 1, TH] {Q} 。 图 3.23 为 其 示意 图 。 
[ i5. EF tse 
| HO) 


Fa(O) 


+ 
- Lm | n 
n 


[83.23 具有 模 态 状态 反馈 的 闭环 系统 的 频率 
响应 计算 流程 

以 上 虽然 曾 述 了 模 态 控制 的 原理 ， diode ui SUA. 
可 以 单独 控制 ， 实 际 中 不 可 能 也 没 必要 对 每 一 个 模 态 都 控制 ， 因 此 应 该 对 式 
(3. 82 ) 所 示 的 系统 进行 降 阶 处 理 。 

这 里 假定 只 对 前 p 阶 模 态 进行 控制 ， 并且 在 7 个 位 置 测量 振动 ， 在 g 个 位 置 进 
行 控制 (即使 用 7 个 传感器 和 g 个 执行 器 )。 由 于 结构 响应 主要 由 低 阶 模 态 决定 ， 可 
以 近似 地 认为 下 列 变换 关系 成 立 

lataa = [61,418] ,yx (3. 87) 

其 中 ，[$],、, 是 由 前 p 阶 模 态 的 模 态 向 量 得 来 的 。 也 就 是 说 ， 模 态 自 由 度 可 以 由 n 
阶 降 为 p 阶 。 相 应 地 ， 模 态 状态 向 量 6 的 长 度 变 为 2p， 矩阵 变 为 2n x2p Wr. 

由 7 位置 测量 到 的 + 个 速度 和 7 个 位 移 ， 可 以 构成 长 度 为 2r 的 输出 响应 向 量 y。 
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于 是 ， 根 据 响应 方程 式 (3. 82b) ， 可 以 估计 出 模 态 状态 向 量 为 
6(1) = [(9'C'Co) "(CP)" ]y(t) = Ey(1) (3.88) 
其 中 , E- ('C'CÓ) ' (CÓ)" 为 2p x2r 阶 变换 矩阵 ，C 为 由 1 与 0 组 成 的 2r x 
2n 阶 观测 矩阵 。 此 外 ， 定 义 由 gq 个 执行 器 构成 的 长 度 为 4 的 作用 力 向 量 为 w(t)， 
则 方程 (3. 82a) 中 的 长 度 为 n 的 名 义 上 的 控制 力 向 量 可 以 由 下 列 变 换 得 到 
u(t) = Tw(t) (3.89) 
这 里 , 7 为 由 0 和 1 构成 的 nxg MERER, 
经 过 以 上 人 处理， 模 态 坐标 下 的 状态 方程 为 
(t) =A6(1) + Bw(1) (3.90) 
HP, RAREN 
a-[ «MO CN S z|" uml 
I 0 — 0 b 
LQ 最 优 控制 的 2 次 型 评价 函数 成 为 
ré xj (8"Q8 + w'Rw)di 


Hop, IAEE Q 为 2p x2p XERE, RÆ q xg 对 角 和 矩阵 。 求 解 相 应 的 歼 卡 提 方 
程 ， 可 得 g x2p 阶 反 馈 增益 矩阵 KK。 实际 的 最 优 控制 向 量 由 以 下 状态 反馈 来 决定 
w(t) = -Kó(t) (3. 91) 
以 上 介绍 了 模 态 控制 的 实际 实现 方法 。 显 然 ， 传 感 器 和 执行 器 ( 激 振 器 ) 不 能 
设置 在 对 象 模 态 的 节点 位 置 ， 和 否则 ， 该 模 态 将 不 可 观测 或 者 不 可 控制 。 对 于 模 态 控 
制 来 说 ， 模 态 形状 在 一 个 或 几 个 点 上 受到 控制 力 的 抑制 ， 则 整个 模 态 将 会 得 到 控 
制 。 因此， 用 较 少 的 激 振 器 可 以 控制 远 多 于 其 数 
目的 模 态 。 但 是 对 于 检测 模 态 变形 的 传感器 的 设 
置 来 说 ， 其 个 数 应 能 反映 出 对 象 模 态 的 变形 特 
征 。 例 如 如 果 要 对 悬臂 梁 的 第 4 阶 模 态 进行 反馈 
控制 ， 则 至 少 应 选 4 个 传感器 ( 见 图 3.24)。 — 
般 来 说 ， 在 某 个 方向 上 应 布置 的 传感器 的 最 少 个 
数 等 于 对 象 模 态 在 该 方向 上 的 节点 ( 线 ) 个 数 加 
El, 
最 后 需要 指出 的 是 ， 由 式 (3.91) 决定 的 控制 力 虽 然 目的 在 于 控制 前 p 个 模 态 ， 
其 信号 中 不 可 避免 地 会 含有 p 阶 模 态 频率 以 上 的 频率 成 分 。 因 此 ， 实 际 作用 在 结构 
上 的 控制 力 还 会 对 p 阶 以 上 的 高 阶 模 态 发 生 作用 。 如 果 高 阶 模 态 的 振动 与 控制 力 的 
相位 差 小 于 909, ， 则 高 阶 模 态 也 会 得 到 某 种 程度 的 抑制 ; 但 如 果 相 位 差 大 于 90°, 
其 至 正好 反 相 ， 则 高 阶 模 态 的 振动 不 但 得 不 到 控制 ， 反 而 振幅 越 来 越 大 ， 呈 发 散 趋 
势 。 这 种 现象 称 为 “溢出 ”现象 (Spillover)。 为 了 避免 这 种 问题 的 发 生 ， 通 常 采 用 低 
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图 3.24 传 感 占 的 最 少 个 数 与 
模 态 形 状 的 关系 示意 图 
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通 滤波 的 方法 对 得 到 的 控制 力 信号 进行 处 理 。 
3.8.3 ”集中 参数 模型 的 建 模 方法 及 状态 反馈 控制 


上 市 介绍 了 对 多 自由 度 系统 实施 模 态 控制 的 方法 。 尽 管 反馈 控制 设计 是 在 模仿 
坐标 上 进行 的 ， 其 实 还 有 赖 于 物理 坐标 上 的 测量 与 激 振 。 因 此 ， 需 要 利用 模 态 矩阵 
将 物理 坐标 上 的 响应 转换 为 模 态 状态 向 量 ， 还 需 将 模 态 控制 力 转 换 成 实际 的 执行 天 
的 驱动 力 。 如 果 传 感 带 数目 不 够 多 ， 则 估算 出 的 横 态 状态 量 可 能 误差 较 大 。 此 外 ， 
虽然 利用 模 态 截止 方法 可 以 大 大 降低 模 态 自由 度数 (P <n)， 参 与 上 述 变换 的 模 态 
向 量 的 长 度 依然 为 上 ， 运 算 负担 仍 可 能 较 大 。 

本 闻 介 绍 一 种 在 物理 坐标 上 实施 控制 设计 的 建 模 方 法 。 其 步 又 是 : 利用 已 经 得 
到 的 原 有 系统 的 模 态 参数 (可 由 实验 方法 或 数值 方法 得 到 ) ， 经 过 逆 运 算 建立 可 以 
代表 所 要 控制 的 p 个 低 阶 模 态 的 动态 特性 的 离散 模型 。 这 个 低 阶 模型 的 自由 度数 为 
D， 并 且 由 物理 坐标 上 的 集中 参数 构成 (质量 ， 弹 簧 ) ， 因 此 ， 可 以 直接 方便 地 进行 
最 优 控制 设计 。 之 所 以 用 少数 自由 度 的 集中 参数 模型 可 以 代表 原 有 的 较 大 自由 度数 
的 系统 的 动 特性 ， 还 是 基于 模 态 控制 的 思想 ， 即 只 要 模 态 变形 上 的 一 点 或 数 点 的 特 
性 得 到 了 较 好 的 模型 化 ， 并 对 这 些 点 实施 控制 ， 则 整个 模 态 变形 会 得 到 抑制 。 

以 悬臂 梁 为 例 ， 图 3. 15 所 示 的 模 态 变形 是 由 有 限 元 分 析 得 到 的 。 整 个 悬臂 梁 
划分 为 20 PENR, HA 21 个 节点 。 除 了 左 端点 被 完全 约束 外 ， 其 余 节 点 在 XY 
平面 内 具有 2 个 自由 度 (Y 方向 上 的 平移 和 绕 Z 方 向 的 旋转 )， 总 共有 40 个 自由 
度 。 也 就 是 说 ， 图 3. 15 所 示 的 模 态 变形 是 由 这 40 个 自由 度 表现 的 。 从 模 态 控制 的 
角度 来 说 ， 只 要 把 每 个 模 态 的 特征 表现 出 来 即 可 ， 因 此 ， 可 以 设想 用 4 个 质点 的 运 
动 来 代表 4 个 模 态 ， 如 图 3. 25 所 示 。 这 4 个 质点 只 有 工 方向 上 的 平移 自由 度 ， 因 
而 这 个 集中 参数 模型 具有 4 个 自由 度 。 选 取 4 个 质点 是 为 了 表现 第 4 阶 模 态 的 变形 
特征 。 如 果 只 要 表现 第 1 阶 模 态 ， 则 1 个 质点 即 可 (如 m); 同样 ， 如 果 还 要 表现 
第 2 阶 模 态 ， 则 需 2 个 质点 (如 m. m); 表现 第 3 阶 模 态 ， 则 需 3 个 质点 (如 m, , 
ms、m4)。 总 之 ， 这 里 选取 的 4 个 质点 可 以 同时 表现 从 第 1 阶 模 态 到 第 4 阶 模 态 的 
特征 。 给 这 4 个 质点 赋予 适当 的 质量 ， 并 把 各 质点 通过 弹簧 接地 ， 同 时 把 各 个 质点 
通过 弹簧 相连 接 ， 则 可 以 构成 如 图 3.26 所 示 的 集中 参数 模型 。 现 在 的 问题 是 如 何 
决定 这 些 质量 和 弹 得 的 值 。 

根据 3. 3. 3 节 介 绍 的 模 态 向 量 的 正 交 性 质 ， 对 于 质量 正规 化 后 的 模 态 形状 矩阵 
来 说 ， 具 有 以 下 性 质 














[pl'[m][$] = [7] 

[6] (&£1(6] = [2] 
其 中 ，[ 刀 为 单位 矩阵 ，[ 人] ARAE, XOUEIBUUR DJ ENEAS A ARP 
方 。 对 式 (3. 92 ) 进行 道 运算 ， 可 得 质量 矩阵 和 刚性 矩阵 为 


(3.92) 
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m3 
3 阶 模仿 ，72.9Hz 4 上 阶 模仿 ，142.7Hz 


























图 3.25 用 4 个 质点 来 表现 悬臂 梁 的 4 个 模 态 的 变形 特征 
[m] = ([6]1[0]) " ha 
add (3.93) 
[k] = (CAI LR] e] 人 W kag 
对 于 图 3. 26 所 示 的 系统 来 说 ， 如 果 知 ANA 





X T CR BLU B EIU t E sp — (0) 8 992) Q5) 
阵 及 模 态 频率 ， 用 式 (3.93) 即 可 求 得 模型 — ma 
中 的 各 个 参数 ( 质量 和 弹簧 常数 ) .由 于 建 Pr 7 omm omm 




















立 的 这 个 集中 参数 模型 是 为 了 表现 原 有 系 图 3.26 EUER 
统 的 前 4 阶 模 态 的 动 特性 ， 合 适 的 做 法 就 自由 度 集中 参数 模型 


是 由 原 有 系统 的 前 4 阶 模 态 在 各 个 质点 位 置 的 模 态 变形 ， 来 构成 这 个 新 建立 的 集中 
参数 模型 的 模 态 变形 矩阵 。 这 相当 于 对 原 有 系统 的 模 态 向 量 在 各 个 模型 点 进行 空间 
采样 ， 从 而 形成 新 的 缩小 了 的 模 态 向 量 。 具 体 到 这 里 的 悬臂 粱 结构 ， 可 以 构成 以 下 
模 态 矩阵 ( 原 有 系统 的 模 态 向 量 由 有 限 元 分 析 得 到 ， 结 果 略 去 ) 

[bu $n n $u 

$3 a Pon Pu 

$4 Pa Pa Pz 

Lon $5 $4 Pu 

[0.145 -0.681 1.367 - 1.705 

0.768 -1.614 0.044 1. 599 

1.641 0.158 -0.893 -1.454 

-2.262 2.261 2.261 2.261 


[6] 





计算 [$j[$]"， 可 得 
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5. 261 -1.456 11.389 -1.976 
- 1.456 5.754 -1.359 1.803 
1:389 -1.359 5.629 =1,237 
-1.976 1.803 -1.237 20.453 


[6][6]' = 


可 见 ，[$][$8]" 对 称 但 并 不 是 对 角 和 矩阵 。 其 理由 是 : 尽管 原 有 系统 的 模 态 向 量具 
有 正 交 性 ,但 并 不 能 保证 通过 对 其 采样 得 来 的 缩小 了 的 [4] 也 是 正 交 的 ， 因 此 ， 
Lelio] 的 非 对 角 元 素 不 为 零 。 也 就 是 说 ， 用 以 上 方法 构建 的 [由 ] 并 不 是 图 3. 26 
ws 而 只 是 一 个 初始 值 。 我 们 可 以 以 这 个 初始 值 为 起 
点 ， 通 过 以 下 步骤 对 [q] 进 行 修正 ， 以 使 它 满足 正 交 性 。 
由 和 矩 阵 乘 法 运算 可 知 ，[$][$]" 的 非 对 角 元 素 (这 里 有 6 个 元 素 ) 可 以 写成 以 
下 6 个 关系 式 
E1 = Pupa + Bip + 由 3 和 3 + 6,0, 
E, = $654 + Ó505 + rP + 0104 
£y = PuPu + Ppa + 0504 + Pupu 
E, = PaPa + PaPa + byss + 0,0, 
85 = Ppa + bya + 65645 + Pupu 
Es = PaPa + 0505 + 04505 + 0404 
其 中 ,含有 16 个 模 态 变形 成 分 。 由 这 些 模 态 变形 成 分 构成 以 下 向 量 
= 16u0505040405056,10,050450,040504041^ 
TET 
E= |e £& & £& es Eg]. 
显然 , = 是 9P IX, e-f(e). 
我 们 的 目的 是 通过 修改 2， 以 设法 使 e ER, MEIR o 的 增 分 5p， 使 残 差 
从 = 变 为 0。 用 公式 表示 为 
[3 sp =0-e=-e (3.94) 














iX Hi, eX eo 的 偏 微分 矩阵 定义 如 下 


-156 - 机 械 振动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 











ðe, ðe ðe, ðE, 
õhu 9o pa gu 
ðE, ðE, ðE, ðE, 
EE op dph i dpa 0, 
ðE | O&, Es Eg 








-oq 09, T 0, dpa 6x16 
由 式 (3.93) 可 得 ， 增 分 向 量 So 为 


e - [E] (Del) co (3.95) 





新 的 向 量 为 
Qt 09e 
以 上 过 程 经 过 若干 次 反复 运算 ， 可 以 使 = 趋 于 0。 这 里 经 过 5 次 反复 ， 得 到 最 终 的 
四 自由 度 模 型 的 模 态 形状 矩阵 为 
0.198 -0.728 1.613 -1.244 
0.821 -1.799 -0.020 1.158 


[6] = 
1. 773 0. 142 -0.967 -— 1. 054 
2.281 2.313 2. 320 2.019 
验算 [6] [6]", 
4. 719 0 0 0 
0 5. 252 0 0 
(61[6]' = 
0 0 5. 209 0 
0 0 0 20. 006 


可 知 ， 其 为 对 角 和 矩阵 。 
于 是 根据 式 〈3. 93) ， 可 以 求 得 该 模型 的 质量 矩阵 为 





0.212 0 0 0 
0 0.190 0 0 
[m] = ([9)[6]) = 
0 0 0.192 0 
0 0 0 0.050 


对 角 线 上 的 元 素 分 别 是 各 个 模型 点 的 等 价 质量 。 刚 性 矩阵 为 
[k] = (61) "LO]L 6] " 
8.101 -4.556 2.947 -1.354 
-4.556 4.220 -3.592 1.674 
1. 0e4 x 
2.947 -3.592 4.027 -2.082 


- 1.354 1.674 -2.082 1.137 
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进一步 可 以 得 到 图 3. 26 中 的 各 个 弹 得 常数 为 (M: N/m) 

k, 25.138e +4, k, = -2.255e +4, k, =1.299e +4, k, = -6.250e+3 

kp =4.556e +4, k = -2.947e +4, kis =1.354e +4 

hs =3.592e +4, hs = -1.674e +4, hy =2. 082e +4 
注意 : 有 些 弹簧 常数 为 负 值 。 这 是 由 对 原 有 系统 的 模 态 形状 进行 修改 而 引起 的 ， 其 
作用 就 是 为 了 使 得 建立 的 低 阶 集 中 参数 模型 的 动 特性 接近 于 原 有 系统 的 特征 。 由 于 
建立 起 来 的 模型 是 纯粹 的 数学 模型 ， 不 存在 如 何 实现 的 问题 ， 所 以 负 的 弹簧 常数 是 
允许 的 。 

以 上 就 是 建立 集中 参数 模型 的 方法 。 这 样 建立 的 模型 并 不 是 简单 地 对 原 有 系统 
进行 模 态 截止 得 来 的 ， 而 是 一 个 新 的 在 物理 坐标 上 描述 的 低 阶 模型 ， 因 而 可 以 方便 
地 应 用 LQ 最 优 控制 理论 进行 状态 反馈 控制 设计 ， 从 而 避免 了 3.8.2 SATB Bs 
控制 设计 的 坐标 转换 的 问题 。 

图 3. 27 所 示 为 建立 的 其 臂 梁 的 四 自由 度 模型 的 频率 响应 函数 与 原 有 系统 的 频 
率 响应 函数 的 比较 。 二 者 都 是 在 右 端 点 〈 模 型 质点 4 的 位 置 ) 进行 激励 并 检测 该 
点 的 响应 得 来 的 ， 计 算 中 都 用 了 0. 1% 的 阻尼 比 。 可 见 二 者 特性 基本 吻合 ， 表 明 建 
立 的 四 自由 度 低 阶 模型 可 以 反映 出 原 有 系统 的 前 4 阶 模 态 的 动 特性 。 检 测 其 他 模型 
点 的 传递 频率 响应 函数 ， 可 以 得 到 同样 良好 的 结果 。 
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图 3.27 ”悬臂 梁 的 四 自由 度 模型 的 频率 响应 函数 
与 原 有 系统 的 频率 响应 函数 的 比较 
表 3.2 给 出 以 上 模型 化 的 Matlab 计算 程序 。 
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表 3.2 建立 集中 参数 模型 的 Matlab 程序 


% Modelling of a clamped beam into a 4DOF lumped parameter system. Ren 
clear; clc; 
% natural frequencies of 4 modes 
wlz2*pi*4.2; w2 =2 * pi*26; w3z2*pi* 72.9; w4 =2 * pi * 142.7; 
9b initial modal shapes 
ms = zeros(4,4) ; 
sll 20.145; s12 = -0.681; s13 21.367; s14 = - 1.705; 
s21 20.768; s22 = —1.614; s23 20.044; s24 21.599; 
s31 21.641; s32 20. 158; s33 = -0.893; s34 = - 1.454; 
s41 22.262; s42 22.261; s43 - 2.261; s44 22.261; 
% eigen value matrix 
ww=[w2000 
0 w22 00 
00 w32 0 
000 w42]; 
% partial differential of 16 elements and the matrix; pdiff 
% s1l s12 s13 s14 s21 s22 s23 s24 s31 s32 s33 s34 s41 s42 s43 s44 
% iteration 
for i=1:100 
pdiff = [ s21 s22 s23 s24 s11 s12 s13 s14 0 0 0 0 0 0 0 0 
s31 s32 s33 s34 0 0 0 0 sllsl2sl3sl4 0 0 0 0 
s41 s42 s43 s44 0 0 0 00 0 0 0 sll s12 s13 s14 
0 0 0 0 s31 s32 s33 s34 21 s22 s23 s24 0 0 0 0 
0 0 0 0 s41 s42 s43 s44 0 0 0 0 s21 s22 s23 224 
0 0 0 0 0 0 0 0 s41 42 s43 s44 s31 s32 s33 s34]; 
o error matrix 
err = [s11 * s21 +512 * s22 & s13 * s23 +s14 * s24 
sll * s31 +s12 * s32 +s13 * 533 + s14 * s34 
s11 * s41 +s12 * s42 +s13 * s43 +s14 * 44 
s21 * s31 +522 * s32 + s23 * 833 + s24 * s34 
s21 * s41 + s22 * s42 + s23 * s43 + s24 * 44 
s31 * s41 +532 * s42 + s33 * s43 + s34 * 44]; 
% residual error 
residualm = max( err) ; 
if residualm < le — 10, break , end 
和 correction process 
crr = — pdiff' * inv( pdiff * pdiff') * err; 
sll =sll *crr(1,1) ; s12 =8s12 t crr(2,1) ; 813 2813 t cerr(3,1) ; s14 214 t crr(4,1) ; 
s21 2:521 t crr(5,1) ; s22 2 22 + crr(6,1); s23 2823 +crr(7,1); s24 2 24 +crr(8,1); 
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(3) 


s31 2831 t cerr(9,1) ; s32 2532 t crr( 10,1); s33 2533 + err (11,1) ; 834 2 834 + crr( 12,1) ; s41 = 841 + crr 
(13,1); 
s42 = s42 + crr( 14,1) ; 843 2 843 t crr( 15,1) ; s44 2 844 + crr( 16,1); 
end 
96 final modal shapes 
ms(1,1) 2s11;ms(1,2) 2s12;ms(1,3) 2513;ms(1,4) =s14; 
ms(2,1) 2s21;ms(2,2) 2 22;ms(2,3) 2 323;ms(2,4) 2 324; 
ms(3,1) 2s31;ms(3,2) 2 :332;ms(3,3) =s33;ms(3,4) 2534; 
ms(4,1) 2s41;ms(4,2) 2s42;ms(4,3) 2543;ms(4,4) =s44; 
和 mass matrix and stiffness matrix 
mm =inv( ms * ms') ; 
km = inv( ms * inv( ww) * ms’); 
% mass values 
ml 2 mm(1,1) ; m2 2 mm(2,2) ; m3 2 mn(3,3) ; md mm(4,4); 
96 stiffness values 
kl 2km(1,1) * km(1,2) * km(1,3) * km(1,4) ; 
k2 2km(2,2) * km(1,2) * km(2,3) * km(2,4) ; 
k3 2 km(3,3) * km(1,3) * km(2,3) * km(3,4) ; 
k4 2 km(4,4) * km(1,4) * km(2,4) + km(3,4) ; 
kl2 = - km(1,2) ; k132 - km(1,3) ; kI14  - km(1,4) ; 
k23 = - km(2,3) ; k24 = - km(2,4) ; 
k34 = - km(3,4) ; 
% the end 





作为 该 方法 的 应 用 举例 ， 这 里 介绍 对 周边 固定 的 平板 结构 进行 振动 噪声 控制 的 
实验 结果 。 

研究 对 象 是 一 个 400mm x 600mm x 1. 2mm 的 钢板 ， 用 上 、 下 两 个 钢 框 架 将 其 
周边 固定 。 图 3. 28 所 示 为 有 限 元 分 析 得 到 的 这 个 平板 结构 的 前 12 阶 模 态 。 经 过 分 
析 ， 决 定 对 其 中 的 声 辐射 效率 较 高 的 1 阶 、3 阶 、8 阶 、11 阶 和 12 阶 的 5 个 模 态 
进行 控制 。 根 据 这 些 模 态 的 特点 ， 选 取 9 个 模型 点 〈 见 图 3. 29) ， 运 用 上 面 介绍 的 
建 模 方法 建立 起 九 自 由 度 的 集中 参数 模型 ， 如 图 3. 30 所 示 。9 个 集中 质量 与 45 个 
弹簧 常数 的 具体 值 略 去 。 由 于 这 些 模型 点 的 位 置 正 好 处 于 第 6 阶 和 第 9 阶 模 态 的 节 
线 (变形 为 0 的 线 ) 上 ， 因 此 这 两 个 模 态 无 法 表现 。 此 外 ， 如 果 选 取 控 制 力 作用 
点 位 置 在 平板 中 央 位 置 ， 则 第 2 阶 、 第 4 阶 、 第 5 阶 、 第 7 阶 和 第 10 阶 模 态 得 不 
到 控制 。 这 样 ， 就 可 以 把 对 象 模 态 以 外 的 7 个 模 态 排除 在 外 ， 同 时 利用 这 些 模 态 的 
不 可 观测 和 不 可 控 性 ， 保 证 了 在 这 些 非 控 模 态 上 不 会 发 生 “ 溢 出 ”现象 。 

根据 以 上 建立 的 九 自由 度 集中 参数 模型 ( 见 图 3.30) ， 进 行 LQ 反馈 控制 设 
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1 阶 模仿 :44Hz 2 阶 模 态 : 63Hz 








4 阶 模仿 : 5 阶 模仿，125Hz OME: 154Hz 













9 阶 模仿 : 218Hz 








11 阶 模 态 : 228Hz 12 阶 异 态 : 253Hz 














厚度 {=1.2 


图 3.29 模型 点 的 位 置 
计 ， 并 利用 第 2 章 介绍 的 准 最 优 控制 的 方法 ， 可 以 确立 利用 3 个 传感器 和 1 个 执行 
器 的 控制 系统 。 在 这 个 研究 中 ， 传 感 器 采用 非 接触 的 涡 电 流传 感 器 (Gap Sensor), 
这 样 可 以 直接 测 到 振动 位 移 ， 经 过 微分 回路 可 以 得 到 速度 。 执 行 器 为 自制 的 电磁 激 
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图 3.30 建立 的 九 自由 度 集中 参数 模型 
Jess ( Electromagnetic Actuator) , 如 图 3.31 所 示 。 图 3. 32 为 实验 装置 示意 图 。 


Edi 一 对 磁 右 




















辕 定 到 被 控 结构 上 





图 3.31 电磁 式 激 振 器 的 结构 

在 实施 控制 实验 之 前 ， 先 利用 Matlab 进行 仿真 ， 得 到 状态 反馈 增益 ， 再 把 这 

个 增益 用 到 实际 的 控制 回路 中 去 。 在 实验 中 ， 检 测 到 的 状态 量 (位 移 和 速度 ) 经 
过 模 数 转换 器 (A/D) 输入 到 信号 处 理 器 (DSP) 中 进行 运算 ， 得 到 的 控制 力 信和 号 
经 过 数 模 转 换 器 (D/A) 输出 到 执行 器 去 实施 控制 。 图 3. 33 是 振动 控制 结果 的 一 
个 例子 。 其 中 ， 图 3. 33a 为 在 质点 2 用 激 振 锤 激 振 ， 在 质点 1 附近 测量 响应 得 到 的 
频率 响应 函数 ， 图 3. 33b 为 在 质点 1 激 振 ， 在 质点 1 附近 测量 响应 得 到 的 频率 响应 
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函数 。 可 见 ， 振 动 峰 值得 到 了 良好 的 控制 。 在 其 他 非 横 型 点 位 置 测量 ， 也 有 同样 良 
好 的 控制 效果 。 
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图 3.32 实验 装置 示意 图 





40 





一 一 有 控制 
BAAI 


b3 
e 





频率 响应 函数 的 幅 值 /dB 






































-20 L 1 i 1 AL 
0 100 200 300 400 
Biss /Hz 
a) 
40 
; 一 一 有 控制 
”没有 控制 
e ÁO E à i 
z Ë : : 
Tr 20r 
E: 
ga 
3x 
河 
E 0 
—20 i ' 
0 100 200 300 400 
频率 /Hz 
b) 


图 3. 33 ”振动 控制 结果 
a) 在 质点 2 激 振 在 质点 1 测 振 b) 在 质点 1 激 振 并 测 振 
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另外 ， 利 用 扬 声 顺 的 0 ~ 400Hz 的 白 噪 声 信 号 进行 声响 激励 ， 并 在 平板 上 方 
0. 5m 的 位 置 测量 声 压 频谱， 结果 如 图 3.34 所 示 。 平板 的 声 辐 射 也 得 到 了 良好 的 控 
制 。 
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图 3.34 扬声器 激励 下 的 噪声 频谱 
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本 章 继续 以 多 自由 度 系 统 为 对 象 ， 对 CAE 实践 中 常用 的 提高 计算 效率 的 模型 
化 方法 以 及 如 何 通过 实验 来 验证 计算 精度 的 方法 进行 介绍 。 





4.1 模型 缩减 方法 











随 着 CAE 技术 在 产品 开发 中 的 应 用 越 来 越 深 入 ， 计 算 模 型 越 来 越 详 细 ， 规 模 
越 来 越 大 。 例 如 车 辆 开发 工程 师 所 面 对 的 车 体 有 限 元 模型 已 由 十 几 年 前 的 几 十 万 节 
点 发 展 到 今日 的 几 百 万 甚至 上 千 万 节点 。 尽 管 计算 机 软 硬 件 的 快速 发 展 为 求解 大 规 
模 有 限 元 模型 黄 定 了 良好 的 基础 ， 为 了 缩短 产品 开发 的 时 间 ， 如 何 提高 计算 速度 依 
然 是 有 限 元 计算 方法 的 重要 研究 内 容 。 

对 于 结构 动力 学 问题 来 说 ， 第 3 章 中 所 介绍 的 模 态 法 是 提高 计算 效率 的 重要 手 
段 。 其 基本 思想 是 : 把 物理 坐标 上 相互 耦合 的 联 立 运动 方程 转换 到 模 态 坐标 上 去 ， 
实现 方程 的 解 耦 。 即 使 不 能 完全 解 耦 ( 非 比 例 阻 尼 的 情况 ) ， 也 可 以 通过 合 掉 高 频 
模 态 的 模 态 截止 技术 ,来 达到 缩减 自由 度数 目 ， 提 高 计算 速度 的 目的 。 因 此 ， 模 态 
法 实际 上 是 一 种 模型 缩减 技术 ( Model Reduction) 。 

这 里 ,我 们 对 直接 在 物理 坐标 上 通过 自由 度 变换 来 进行 模型 缩减 的 方法 进行 介 
绍 。 其 基本 思想 是 : 对 于 一 个 规模 很 大 的 有 限 元 模型 ， 人 们 所 关心 的 可 能 只 是 部 分 
或 个 别 点 的 变形 或 响应 ， 并 不 需要 一 次 性 地 求 出 所 有 点 上 的 响应 来 ， 因 此 ， 可 以 把 
模型 根据 需要 求解 的 自由 度 和 不 需要 求解 的 自由 度 来 进行 分 割 ， 然 后 把 整个 模型 缩 
聚 到 需要 求解 的 自由 度 上 去 ， 这 样 就 有 可 能 大 大 地 减少 计算 模型 的 自由 度数 目 。 
4.1.1 严密 的 缩减 方法 

对 于 忽略 阻尼 的 结构 自由 振动 ， 可 以 用 方程 式 (4. 1) 来 描述 

(-w[m] * [k]) [x] =0 (4. 1) 
这 里 ， 把 需要 计算 啊 应 的 自由 度 用 |x, | 表示， 不 需要 计算 响应 的 自由 度 用 1x,} X 
ZR, pm x] 可 以 写 为 



















































































这 里 ， 下 标 a 表示 要 分 析 的 自由 度 ( Analysis) , o 表示 要 忽略 的 自由 度 (Omit) 。 为 
了 便于 描述 ， 以 下 称 |x,} 为 4- 集 自由 度 ，{x。| 为 0 - 集 自由 度 。 与 此 对 应 ， 质 量 
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和 矩阵 和 刚性 矩阵 可 以 分 割 为 


于 是 ,方程 (4. 1) 变 为 
| 2 hi 1 fa ka ] X. 
-w + | | =0 
mu Moo koa ko X, 


上 式 可 以 写成 以 下 两 个 方程 


(LE 7 o^ [m,]) ix} + ([&,] -0 [m] ix} =0 (4.2a) 
([k o] 7 o^ [m, ) ix} + ([E,] -0° [m,])[x,] =0 (4. 2b) 
从 方程 式 (4. 22) 中 得 到 |x。} 为 
(x) =- (&,] -wo [m,]) Cka] - e^ [m,])1x,] = ET] x] 
代入 方程 式 (4.2b) 并 整理 ， 可 得 
(CE, ]ET] + Ek] -wo (Em)[T] +[ma])) {x} =0 (4.3) 
这 里 ，[ 7 为 变换 矩阵 
[T] =- ([ko] - ^ [m,]) [ka] - em, ]) (4.4) 
4 [k] = [ko] [T] € [kua], [m] = [m,]LT] + [m,] ， 式 (4.3) 成 为 
([k] - e? [m]) {x} 20 (4. 5) 


式 (4.5) 代 表 把 整个 模型 缩 罕 到 需要 求解 的 自由 度 |x,} 上 去 的 系统 的 运动 方程 。 如 
果 原 有 系统 的 自由 度数 为 n， 需 要 求解 的 自由 度数 为 a， 则 相对 于 方程 式 (4.1) 所 
示 的 n 个 联 立 方程 组 ， 式 (4.5) 代 表 自 由 度 缩减 了 的 a 个 联 立 方程 组 。 因 此 ， 理 论 
上 可 以 大 大 提高 计算 速度 。 

由 以 上 步骤 可 见 ， 这 是 一 个 严密 的 缩减 方法 。 但 是 ， 这 并 不 是 一 个 实用 的 方 
法 ,原因 是 变换 和 矩阵 [ 7] 中 含有 频率 变量 w。 对 于 每 一 个 频率 成 分 ， 都 要 进行 矩阵 
逆 运 算 ， 计 算 负 荷 巨大 ， 结 果 可 能 达 不 到 提高 整体 计算 速度 的 目的 。 


4.1.2 Guyan 缩减 方法 
有 限 元 分 析 中 常用 的 模型 缩减 方法 是 Guyan 缩减 法 。 其 出 发 点 是 以 下 静 力 平衡 


方程 
k. k X F. 
bey e (9 
ke kellal lr, 
KAP, [F] 为 作用 在 4- 集 自由 度 上 的 外 力 ，!{ ,| 为 作用 在 O - 集 自 由 度 上 的 外 
力 。 式 (4.6) 可 以 写成 以 下 两 个 方程 


[E lix] + [bso]ixo = (FI (4. 7a) 
[E] {zl + [hk] {x} = 并 (4.7b) 
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从 方程 式 (4.7b) 可 以 得 到 


ia o9 IRI DAL + [ko] EF] (4. 8) 
代入 到 方程 式 (4. 7a) 并 整理 ， 得 
(Lhal = [&,1E&,]7[&,] ix.) = [F,} = [ko] ko] {IF (49) 


式 (4.9) 代 表 了 缩减 后 的 静 力 平衡 方程。 

为 了 简化 说 明 ， 假 定 作用 在 0 - 集 自由 度 上 的 外 力 为 0( 这 是 一 个 容易 满足 的 
条 件 ， 把 外 力 不 为 0 的 点 不 要 划分 到 0 - 集 即 可 ) 。 于 是 ， 式 (4.8) 和 式 (4 9) 分 别 
成 为 


ix,] = [6G] ix] (4. 10a) 
(Ekal - [ko CG] {x} = {F} (4. 10b) 

HP, [CG] 为 (n - a) xa 阶 变换 矩阵 
[G] =- [ko] [ka] (4.11) 





显然 ， 把 式 (4.4) 定 义 的 变换 矩阵 [7] P REEERE, TA 

这 个 变换 矩阵 。 由 于 Guyan 缩减 法 是 建立 在 静 力 平衡 方程 基础 之 上 的 ， 因 此 也 称 为 

静 力 缩减 法 (Static Reduction) 。 

现在 来 看 看 如 何 把 Guyan 缩减 法 应 用 到 以 下 动力 学 方程 的 求解 中 去 。 
([k] - e [m]) ix]. = {F} (4.12) 














做 以 下 变换 
= = {= [glie = ee (4.13) 


Job, C28 Ca xa) MAER, [G] = [Does x o) tee. rats 


(4. 12) ， 可 得 


([&] - e [m] LG] fr} = (FI 
给 上 式 两 边 同 乘 以 [ 6,]"， 得 到 缩减 后 的 动力 学 方程 为 
([k] - e^ [mD {x} = (G,]'1F] = (E. (4.14) 
这 里 ， 缩 减 后 的 刚性 矩阵 与 质量 矩阵 分 别 为 以 下 (a x a) 阶 和 矩阵 
[k] = [GT EE] E6,], [m] = [6,1 Em1EG,] (4.15) 
这 样 ， 就 可 以 在 压缩 了 的 自由 度 上 求解 原 有 系统 的 特征 值 或 响应 问题 ， 从 而 提高 计 








算 速 度 。 在 得 到 4 - 集 自由 度 上 的 响应 后 ， 如 果 需 要 的 话 ， 可 以 通过 式 (4. 10a) 求 
f$ 0 - 集 自由 度 上 的 响应 。 这 个 过 程 叫做 还 原 计算 ( Recovery ) o 

根据 变换 公式 (4. 10a), Hix) 的 第 i 个 元 素 为 1、 其 余 元 素 为 0 时，|x,| = 
1G;} ， 即 变换 矩阵 [ 6] 的 第 i 列 就 是 0 - 集 自由 度 上 的 变形 。 也 就 是 说 ，[ C] 的 每 
个 列 对 应 于 一 个 4- 集 自由 度 在 其 他 4 - 集 自 由 度 被 约束 的 情况 下 ， 强 制作 用 一 个 
单位 变形 时 的 O - 集 自 由 度 上 的 变形 ( 模 态 ) 。 因 此 ， 把 [C] 也 叫做 Guyan 模 态 矩 
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阵 。[ Gj 的 列 数 等 于 4 一 集 目 由 度 的 个 数 ， 行 数 等 于 0 - 集 自由 度 的 个 数 。 如 果 系 
统 没有 约束 ， 则 得 到 的 [ 6G] 为 强制 刚体 位 移 。 

应 该 注意 ，Guyan 缩减 法 中 的 矩阵 变换 对 刚性 矩阵 来 说 是 严格 进行 的 ， 但 对 于 
质量 矩阵 来 说 ， 由 于 忽略 了 与 0 - 集 自 由 度 相 关 的 质量 ， 这 个 变换 是 近似 性 的 。 
此 ， 对 于 静 力 变形 问题 ，Guyan 缩减 法 不 会 影响 计算 精度 ; 但 对 于 动态 问题 来 说 ， 
所 得 到 的 固有 值 或 者 响应 是 近似 结果 。 为 了 减少 误差 ， 在 选取 4 - 集 自 由 度 时 ， 应 
尽量 把 质量 较 大 的 部 位 包括 进来 。 此 外 ，Guyan 缩减 后 的 刚性 矩阵 变 得 非常 稠密 ， 
对 于 现在 广泛 利用 稀 疏 矩阵 特征 的 算法 (Sparse Solver) 来 说 ，Guyan 缩减 并 不 有 利 ， 
因此 对 于 一 般 规模 的 静 力 变形 问题 ， 用 Guyan 缩减 法 可 能 得 不 到 太 多 的 计算 速度 上 
的 好 处 。 

这 里 ， 作 为 举例 ， 对 第 3 章 最 后 所 介绍 的 平板 结构 ( 见 图 3. 28) 利 用 Guyan 缩 
减法 求解 其 固有 值 。 该 有 限 元 模型 总 共有 3306 个 自由 度 。 选 取 如 图 3. 29 所 示 的 9 
个 模型 点 的 面 外 方向 的 自由 度 为 4- 集 自由 度 ， 则 利用 Guyan 缩减 法 ， 可 以 把 原 有 
系统 缩聚 为 9 自由 度 系 统 。 表 4. 1 所 示 为 缩减 前 后 模 态 的 固有 频率 。 可 见 ， 利 用 
Guyan 缩减 法 计算 出 的 固有 频率 偏 高 ， 并 且 频 率 越 高 ， 误 差 越 大 。 这 是 由 于 忽略 掉 
部 分 质量 而 引起 的 。 另 外 ， 原 有 系统 的 第 6 阶 、 第 9 阶 和 第 11 阶 模 态 在 缩减 后 的 
系统 中 不 存在 ， 这 是 由 于 选取 的 9 个 自由 度 反映 不 了 这 些 模 态 的 缘故 。 所 以 ， 在 应 























用 Guyan 缩减 法 时 ， 根 据 需 要 选择 合理 的 4- 集 自由 度 很 重要 。 
表 4.1 3. 28 所 示 平 板结 构 的 缩减 前 后 模 态 的 固有 频率 
"T 原 有 系统 的 固 缩减 后 的 固 "T 原 有 系统 的 固 缩减 后 的 固 
有 频率 /Hz 有 频率 /Hz 有 频率 /Hz 有 频率 /Hz 
1 44 45 7 158 186 
2 63 64 8 189 216 
3 98 105 9 218 
4 102 113 10 220 259 
3 125 138 11 228 
6 154 12 253 308 




















4.1.3 Craig-Bampton 缩减 方法 


鉴于 Guyan 缩减 法 在 处 理 动力 学 方程 时 所 带 来 的 精度 损失 问题 ， 人 们 又 开发 出 
了 许多 动力 缩减 方法 (Dynamic Reduction), ， 其 中 最 有 代表 性 的 就 是 所 谓 的 Craig- 
Bampton 法 。 其 原理 是 基于 结构 力学 中 著名 的 瑞 利 - 利 北方 法 (Rayleigh-Ritz Meth- 
od): 结构 的 位 移 场 可 以 由 有 限 个 含有 独立 系数 的 变形 函数 来 通 近 ， 这 些 变形 函数 
可 以 任意 选取 ， 只 要 能 满足 边界 条 件 即 可 。 这 些 独 立 的 系数 也 叫做 广义 坐标 。 所 采 
用 的 变形 函数 的 个 数 越 多 ， 即 广义 坐标 数 越 多 ， 通 近 的 精度 越 高 。 当 广义 坐标 的 个 
数 与 系统 自由 度数 相等 时 ， 误 差 为 0。 这 个 方法 是 利用 离散 模型 通 近 连续 体力 学 结 
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构 的 基本 原理 。 

事实 上 Guyan 缩减 法 也 是 基于 这 个 原理 。 考 察 式 (4.13) ， 把 12x., | 作为 这 里 所 
说 的 系数 (广义 坐标 ) ， 把 由 Guyan 模 态 构成 的 矩阵 [ G, 作为 这 里 所 说 的 有 限 个 变 
ERZ, MAER a) 就 是 对 结构 位 移 场 的 近似 。 显 然 ， 选 取 的 4- 集 自由 度 的 个 数 
越 多 ， 精 度 越 高 。 如 果 把 所 有 的 自由 度 都 纳入 4 - 集 ， 则 相当 于 没有 缩减 ， 精 度 不 
损失 。 由 于 模型 缩减 方法 本 质 上 相当 于 对 原 有 系统 增加 了 “看 不 见 的 约束 ”， 因 此 
缩减 后 的 模型 会 变 “ 刚 ”， 这 就 是 用 Guyan 缩减 法 计算 出 的 固有 频率 偏 大 的 原因 。 

作为 对 静态 缩减 法 的 改进 ，Craig-Bampton 法 在 0 - 集 自由 度 的 强制 变形 ( Guy- 
an RA) 的 基础 上 ,引入 了 由 0 - 集 自由 度 构 成 的 子 系统 在 其 边界 固定 的 条 件 下 得 
到 的 固有 模 态 ( Fixed Interface Modes), ， 从 而 构成 以 下 变换 关系 

jx = [6]ix.] + []lai (4.16) 

这 里 ，[ 由 ] 为 固定 边界 条 件 下 的 0 - 集 子 系统 的 模 态 矩阵 ，! 9} 为 对 应 的 模 态 坐标 。 
如 果 将 所 有 的 模 态 都 引入 以 上 计算 ， 则 式 (4. 16) 严 格 成 立 ， 精 度 不 会 损失 (相当 于 
没有 缩减 ) 。 由 于 引入 有 限 个 固有 模 态 的 个 数 即 可 大 大 改善 精度 ， 因 此 在 无 需 很 多 
4- 集 自由 度 的 情况 下 ， 仍 可 以 达到 较 高 的 计算 精度 ， 从 而 实现 计算 精度 与 计算 速 
度 的 “两 全 其 美 ”。 

综 上 所 述 ，Craig-Bampton 缩减 法 可 以 表示 为 



































ise Ine MINE [Calix] (4.17) 
Xu q 
其 中 [col = [7 opia = Dr] armo see esr xem, (CA SUR 
q 


(4.12), ， 可 得 
([5] - e [m [64]lx,] = {F} 
给 上 式 两 边 同 乘 以 [ 6 ] ， 得 到 缩减 后 的 动力 学 方程 为 
([k] ^o^ [m]) lx] = [G4] 1 = {F} 


RE, {F} = p "| 为 扩展 外 力 向 量 ， 缩 减 后 的 刚性 矩阵 与 质量 矩阵 分 别 为 


g8 


k Th 
[k] = [G,]'[k][G,] = | a 7T 6 hk, 0 | 


0 pko p 
= G'(m mG m G+m, Gm m, 
[m] = [Gal [m] EG] 三 | ( 00 ) i ao T aa um T ul 
Ó m,G + 中 ma 中 mu 中 


下 面 ， 我 们 以 第 3 章 中 的 悬臂 梁 ( 见 图 3. 14 ) 为 例 ， 来 具体 说 明 Craig-Bampton 
法 的 步骤 。 该 悬臂 梁 模 型 共有 20 个 没有 约 东 的 节点 ， 每 个 节点 具有 了 方向 平移 和 
绕 Z 轴 旋 转 的 2 个 自由 度 ， 总 共有 40 个 自由 度 。 现 在 把 右 端点 的 2 个 自由 度 选 作 
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要 分 析 的 4 - 集 自由 度 ， 其 余 的 38 个 自由 度 纳入 O-R, 我们 来 看 如 何 应 用 Craig- 
Bampton 法 把 原 有 的 40 个 联 立 方程 的 求解 问题 缩聚 为 2 q 个 联 立 方程 的 求解 问 


题 。 











首先 ， 求解 在 每 个 A- 集 自由 度 上 施加 单位 强制 运动 时 的 0- 集 自 由 度 上 的 变 
形 ， 即 Guyan 模 态 。 具 体 到 这 个 例子 ， 先 把 右 端点 的 绕 Z 轴 旋 转 的 自由 度 约束 住 ， 
然后 在 了 方向 施加 单位 位 移 ， 得 到 0 - 集 自 由 度 上 的 变形 如 图 4. 1a 所 示 ， 这 是 第 
一 个 Guyan 模 态 。 接 着 ， 把 右 端 点 的 了 方向 的 平移 约束 住 ， 给 绕 Z 轴 旋 转 的 自由 
度 施 加 一 个 单位 转角 ， 得 到 如 图 4. 1b 所 示 的 变形 ， 这 是 第 二 个 Guyan 模 态 。 由 于 
这 里 的 4- 集 只 有 两 个 自由 度 ， 相 应 地 ， 只 有 两 个 Cuyan 模 态 。 


— mie D) 


图 4.1 EAA Guyan 模 态 
) 第 


第 一 个 Guyan BUR b) 第 二 个 Guyan 模 态 








a 


接着 ,求解 以 下 方程 








(Li 7-9 [m,])16] =0 
得 到 右 端 点 被 固定 后 的 0 — 集 自由 度 的 固有 模 态 (Fixed-boundary Normal Modes ) 。 
这 里 给 出 前 4 阶 模 态 的 形状 如 图 4. 2 所 示 。 








| 阶 模 态 ，26.4Hz 2 阶 模仿 : 72.8Hz 
z z 
A 7 
3 阶 模 态 ;142.7Hz 4 阶 模 态 ，235.9Hz 





图 4.2 固定 边界 条 件 下 的 固有 模 态 


用 以 上 得 到 的 两 个 Guyan 模 态 和 四 个 固定 边界 条 件 下 的 固有 模 态 ， 来 构成 以 下 
Craig-Bampton 变换 矩阵 
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I 2x2 0 2x4 
[De Ds] 
[ G ] as L9 asa 
于 是 ， 得 到 缩 京 后 的 运动 方程 为 
( LET ss - a! [m]s,) 5x,l ex x: Hes 


F 
其 中 ， HELL esi z pw 。 可 见 ， 应 用 Craig-Bampton 法 ， 把 原 有 的 40 个 联 立 方 


程 的 求解 问题 缩聚 为 6 个 联 立 方程 的 求解 问题 。 当 4 - 集 自 由 度 选 定 以 后 ( 即 Guy- 
an 模 态 数 已 定 ) ， 选 用 的 固定 边界 模 态 的 个 数 越 多 ， 计 算 精 度 越 高 。 作 为 一 般 的 准 
则 ， 如 果 所 需 的 最 高 频率 为 败 .， 则 至 少 应 将 固有 频率 在 2/,,. 以 内 的 所 有 固定 边界 
模 态 都 选 进 Craig-Bampton 变换 中 去 。 以 后 ,我 们 将 4 - 集 自由 度 与 固定 边界 模 态 
自由 度 合 称 为 6 - 集 自由 度 。 

图 4. 3 所 示 为 甚 辟 梁 右 端 点 的 加 振 点 频率 响应 函数 。 其 中 ， 实 线 为 利用 模 态 法 
计算 出 的 结果 ， 点 线 为 利用 Craig-Bampton 缩减 法 计算 出 的 结果 (采用 四 个 固定 边界 
模 态 ) 。 两 者 结果 几乎 重 骆 。 作 为 参考 ， 虚 线 给 出 利用 Guyan 缩减 法 计算 出 的 结 
(两 个 4- 集 自由 度 ) ， 可 见 , 在 4- 集 自由 度 较 少 的 情况 下 ，GCuyan 缩减 法 的 误差 
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图 4.3 悬臂 梁 右 端点 的 加 振 点 频率 响应 函数 的 计算 结果 
对 于 这 个 简单 的 例子 来 说 ， 利 用 缩减 法 并 不 具有 计算 速度 上 的 优势 。 但 是 ， 对 
于 大 规模 系统 来 说 ，Craig-Bampton 缩减 法 提供 了 高 速 求解 动力 学 方程 的 计算 方法 











第 4 章 模型 的 缩减 与 综合 以 及 实验 验证 方法 : 171- 





的 基础 ， 这 就 是 4.2 节 中 要 介绍 的 内 容 。 
4.2 子 结 构 模 态 综合 法 


在 有 限 元 分 析 中 ， 如 何在 有 限 的 计算 机 功能 ( 内 存 及 CPU 速度 ) 下 提高 求解 大 
规模 联 立 运动 方程 的 能 力 是 人 们 不 断 追 求 的 目标 。 在 早期 ， 由 于 更 多 地 受到 计算 机 
内 存 的 限制 ， 无 法 直接 建立 或 求解 大 型 复杂 结构 (如 飞机 、 汽 车 ) 整 体 的 有 限 元 模 
型 。 因 此 ， 人 们 开发 出 了 子 结构 分 析 方 法 ， 即 把 一 个 大 型 结构 分 成 若干 小 的 子 结 
构 ， 对 每 个 子 结构 进行 静 力 学 或 动力 学 分 析 ， 然 后 从 得 到 的 各 个 子 结构 的 结果 中 求 
出 整体 结构 的 变形 或 响应 。 这 个 方法 的 基础 就 是 4.1 节 中 介绍 的 模型 缩减 方法 。 在 
4.1 节 中 ,我们 提 到 了 4 - 集 自 由 度 和 OO - 集 自 由 度 的 概念 ， 但 并 没有 说 明 如 何 划 
分 这 些 自由 度 。 在 子 结构 分 析 中 ， 通 常 把 一 个 子 结构 与 其 他 子 结构 的 边界 点 的 自由 
度 选 为 4 - 集 自 由 度 ， 而 把 每 个 子 结构 的 内 部 节点 的 自由 度 选 为 0 - 集 自 由 度 。 对 
每 个 子 结构 进行 缩减 ， 可 以 把 它 缩聚 为 以 边界 自由 度 为 未 知 量 的 方程 ， 最 后 把 各 个 
缩减 后 的 子 结构 集合 起 来 ， 可 以 求 到 整体 结构 的 结果 。 这 样 的 分 割 处 理 大 大 减少 了 
所 需 的 内 存 ， 从 而 使 得 大 规模 系统 的 分 析 成 为 可 能 。 

今天 ， 子 结构 分 析 法 更 主要 地 是 为 了 提高 计算 效率 。 由 于 求解 线性 联 立 方程 所 
需 的 计算 时 间 大 约 与 方程 数 的 3 次 方 成 正比 ， 对 于 大 规模 有 限 元 模型 来 说 ， 把 整体 
模型 分 割 为 若干 个 子 结构 模型 ， 缩 减 所 要 处理 的 自由 度 个 数 ， 可 以 有 效 地 减少 计算 
时 间 。 特 别 是 对 于 动力 学 问题 ， 为 了 高 效 地 求解 大 规模 系统 的 固有 值 ， 子 结构 分 析 
法 的 有 效 运 用 已 成 为 商用 有 限 元 软件 的 重要 内 容 。 

关于 利用 子 结构 分 析 法 求解 静 力 变形 问题 的 步骤 ， 可 参阅 有 关 文 献 。 这 里 ,我 
们 着 重 介 绍 求解 动力 学 问题 的 子 结构 模 态 综合 法 ( Component Mode Synthesis, 
CMS ) 。 


4.2.1 子 结构 模 态 综合 法 的 基本 思路 


子 结构 模 态 综合 法 的 思路 是 : 把 整体 结构 分 割 为 若干 子 结 构 ， 各 子 结构 结合 音 
的 自由 度 称 为 边界 自由 度 ， 子 结构 内 部 节点 的 自由 度 称 为 内 部 自由 度 。 对 每 个 子 结 
构 来 说 ， 边 界 自由 度 属 于 4 - 集 ， 内 部 自由 度 属于 O - 集 。 运 用 Craig-Bampton 缩减 
法 进行 缩聚 ， 可 以 得 到 各 个 子 结构 在 其 c- 集 自由 度 上 的 质量 和 刚性 和 矩阵。Cc - 集 
自由 度 是 指 4- 集 自由 度 与 导入 的 固定 边界 模 态 自由 度 的 集合 。 所 有 子 结构 的 G - 
集 自由 度 放 在 一 起 ， 构 成 了 所 要 求解 的 对 象 结构 ， 称 为 剩余 结构 ( Residual Struc- 
ture) 。 剩 余 结构 的 质量 和 刚性 矩阵 可 以 由 各 个 子 结构 的 对 应 结果 组 装 而 成 。 

图 4. 4 所 示 为 子 结构 模 态 综合 法 的 示意 图 。 各 个 子 结构 相互 独立 ， 可 以 单独 处 
理 。 这 是 最 简单 的 情况 。 对 于 一 个 子 结构 包含 男 一 个 子 结 构 的 复杂 情况 ， 这 里 不 予 

































































:172- 机 械 振动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 








讨论 。 显 然 ， 在 结构 修改 分 析 中 ， 只 对 有 变动 的 子 结构 进行 重新 计算 即 可 ， 从 而 可 
以 大 大 提高 分 析 的 效率 。 


剩余 结构 


A44 ” 子 结构 模 态 综合 法 的 示意 图 
这 里 ， 我 们 以 如 图 4.5 所 示 的 三 自由 度 系统 为 例 ， 来 说 明子 结构 模 态 综合 法 的 
步骤 。 



































图 4.5 个 三 自由 度 系统 
在 应 用 子 结构 模 态 综合 法 之 前 ， 先 来 看 看 该 系统 的 固有 值 的 真 值 。 为 了 方便 起 
见 ， 假 设 各 个 质量 和 弹 短 系数 的 值 均 为 1， 则 系统 的 质量 和 刚性 矩阵 为 (参见 3.1 


节 的 内 容 ) 
1 0 0 2 -1 0 
m = fo i [nd | 2 J 
0 -1 2 


0 0 1 











通过 求解 特征 方程 [CR] - w?[m] | = 0 ， 可 得 系统 的 3 个 固有 频率 为 
w, =0.765, w, =1.414, œ, =1. 848 
现在 来 应 用 子 结构 模 态 综合 法 求解 。 把 该 系统 分 割 为 两 个 子 结构 ， 如 图 4.6 所 
示 。 两 个 子 结构 的 边界 点 为 节点 2， 因 此 这 个 点 对 于 子 结构 来 说 属于 外 点 。 以 下 分 
别 对 每 个 子 结构 的 处 理 进 行 说 明 。 
了 结构 1 

















节点 2 


TOM] 


图 4.6 子 结构 的 划分 
1. 子 结 构 1 的 处 理 
子 结构 1 包括 内 部 节点 1 和 外 部 节点 2。 节 点 1 处 的 质量 和 与 其 相连 的 两 个 弹 
簧 是 该 子 结构 的 物理 构成 ， 节 点 2 处 的 质量 属于 剩余 结构 。 因 此 ， 可 以 写 出 子 结构 
1 的 质量 和 刚性 矩阵 为 
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md dos. T 


与 4- 集 自由 度 (x,) 和 0 - SE ELSE Gs ) 相 对 应 ， 对 刚性 矩阵 进行 划分 ， 可 以 得 到 
[ku] = [2], [ka] =[-1] 
于 是 根据 Guyan 缩减 公式 (4. 13) ， 可 以 得 到 子 结构 1 的 一 个 Guyan 模 态 为 
x, = [G] =- [ke] [ka] = 0.5 
即将 外 部 节点 (% ) 强制 移动 一 个 单位 位 移 时 ， 内 部 节点 (xi ) 的 位 移 为 0.5。 这 个 结 
果 也 可 以 由 以 下 静 力 平衡 方程 的 求解 得 到 
2 - l11íx, 0 
ie MINIM 
其 中 ,为 外 部 节点 x, 21 时 在 该 点 上 产生 的 反 力 。 
接着 来 看 子 结构 1 的 固定 边界 模 态 。 这 可 以 由 求解 以 下 方程 得 到 
Cku] -ow [m,]) 16] =0 
Hike] = [2], [m,] = [1] 代入 ,可 得 w 22, 16] =1( 质 量 正规 化 后 的 模 态 ) 。 
事实 上 ,将 外 部 节点 (x ) 约束 住 后 ， 得 到 的 就 是 一 个 单 自 由 度 系统 ， 只 有 一 个 模 
太 


M o 











在 经 过 以 上 处 理 之 后 ， 根 据 Craig-Bampton 变换 式 (4.17)， 得 到 以 下 变换 和 矩阵 
X; qı 
G 中 0.5 lw, 
[6a] = p ol. | 1 d 
列 数 代表 保留 到 剩余 结构 中 去 的 自由 度 (G - 集 自由 度 ) ， 行 数 代 表 子 结构 的 自由 度 
数 。 这 里 ，g 代表 固定 边界 模 态 的 自由 度 。 
于 是 ， 可 以 得 到 子 结构 1 缩减 后 的 刚性 和 质量 矩阵 为 
X; 4| 
D^ Me 
0 23, 
0. 25 d 
0.5 1.0 





[k] = [Ga] E&][ G4] = 


[m] = EG," E164] = | (4. 18a) 


2. 子 结构 2 的 处 理 

子 结构 2 包括 内 部 节点 3 和 外 部 节点 2。 节 点 3 处 的 质量 和 与 其 相连 的 两 个 弹 
簧 是 该 子 结构 的 物理 构成 ， 节 点 2 处 的 质量 属于 剩余 结构 。 因 此 ， 可 以 写 出 子 结构 
2 的 质量 和 刚性 矩阵 为 


le 
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过 同样 的 处 理 ( Guyan 模 态 和 固定 边界 模 态 求解 ) ， 可 以 得 到 该 子 结构 的 
m 2 ru RI E 








X Q 
I 0 1 On 
eal = p Wr lo 5 i 
于 是 ， 可 以 得 到 子 结构 2 缩减 后 的 刚性 和 质量 和 矩阵 为 
X), Qh 
[E] = [Ca IIEL] = [^7 PP 
0 2 
[m] = [G,]'[m][ 64] = D ze] (4. 18b) 
05 1.0 


3. 剩余 结构 的 组 装 

剩余 结构 的 自由 度 包括 子 结构 的 边界 点 和 引入 的 子 结构 的 固定 边界 横 态 自由 
度 ， 总 共有 3 个 自由 度 ， 如 图 4.7 所 示 。 该 系统 中 没有 弹簧 ， 只 有 节点 2 处 的 质 
量 。 因 此 ， 物 理 意 义 上 的 刚性 和 质量 矩阵 为 


0 0 0 1 0 0: 
[k] o 0 oim: Jr 0 中 (4. 18c) 
000 0 0 04, 
但 是 ， 在 子 结构 的 缩减 处 理 过 程 中 ， 我 们 得 4 xz 人 


到 了 各 子 结构 在 剩余 结构 自由 度 上 的 等 价 刚性 和 Cen) Guna) 
^f CUBE, EAE eS EEE] EAE 
阵 中 去 ， 才 能 得 到 真正 的 剩余 结构 的 刚性 和 质量 图 4.7 剩余 结构 的 构成 
矩阵 。 
首先 ， 考 虑 把 子 结构 1 的 结果 组 装 进来 。 式 (4. 182) 所 示 的 结果 对 应 于 自由 度 
， 把 它们 加 到 式 (4. 18e) 所 示 矩 阵 的 对 应 元 素 上 去 ， 得 到 的 结果 如 下 








0.5 0 0 1.25 0.5 0p 
als 2 obim =f o.s 1 中 (4. 18d) 
0 00 0 0 045, 
然后 ， 把 对 应 于 自由 度 x, 、g, 的 子 结构 2 的 结果 式 (4. 18b) 组 装 进来 ， 得 到 最 终结 
果 为 
1 0 0 1.5 0.5 0.5 
" Jr oim -fes i 2 (4. 18e) 
002 ds 
3X (4. 18e) 是 剩余 结构 的 刚性 和 质量 矩阵 ， 求 解 应 的 特征 值 问题 
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([k] - e^ [m]) 16] =0 
可 以 得 到 固有 频率 为 w, =0. 765, w, 21.414, e, =1.848。 这 与 直接 求解 原 有 系统 
的 特征 方程 得 到 的 结果 相同 。 男 外 ， 还 可 以 得 到 剩余 结构 的 模 态 矩阵 为 
Qı p, $, 
0. 707 0 - 0. 707 , 





[6] 2|0.146 0.707 0.854 d, (4. 18f) 
0.146 -0.707 0.854 4, 
最 后 ， 对 子 结构 内 部 节点 的 还 原 计算 做 一 个 简单 说 明 。 从 上 面 式 (4. 18£) 所 示 
的 结果 可 以 得 到 ， 子 结构 1 和 子 结构 2 的 6G- 集 自由 度 上 的 模 态 向 量 和 矩阵 为 
PN |? 307 0 -0. s 1 - L 707 0 -0. W7 
0.146 0.707 0.854 jg, 0.146 -0.707 0.854 jy, 
利用 相应 的 Craig-Bampton 变换 矩阵 ， 可 以 计算 得 到 两 个 子 结构 上 所 有 点 的 模 态 向 


EL 


时 





0.500 0.707 0.501 i 
0.707 0  -0.707^, 

0707 0 . -0.707]« 
ze nice = ine -0.707 0.501 | 
也 就 得 到 了 整体 结构 的 模 态 向 量 。 在 得 到 各 种 模 态 参数 后 ， 如 果 需 要 的 话 ， 可 以 进 
一 步 利 用 模 态 法 计算 结构 的 动态 响应 。 

在 这 个 简单 的 例子 中 ， 所 有 的 固定 边界 模 态 自由 度 均 被 引入 到 了 Craig-Bamp- 
ton 缩减 中 去 ， 因 此 在 精度 上 没有 损失 。 在 实际 中 应 用 子 结构 模 态 综合 法 时 ， 总 是 
要 舍 去 相当 部 分 的 高 频 模 态 ， 因 此 会 产生 一 定 的 误差 。 

由 于 这 个 方法 中 引入 了 边界 固定 的 模 态 自由 度 ， 所 以 也 称 为 固定 边界 模 态 法 。 
另外 还 有 采用 边界 不 固定 的 自由 边界 模 态 (Free Interface Modes ) 的 方法 ， 这 里 不 做 
进一步 说 明 。 


4.2.2 多 层 子 结构 分 析 技 术 


对 于 一 个 复杂 的 大 型 结构 ， 最 直观 的 子 结构 划分 方法 就 是 根据 几何 形状 进行 划 
分 。 例 如 一 个 飞机 可 以 按照 机 号、 机 翅 、 机 尾 等 部 位 进行 划分 ， 一 个 机 器 可 以 按照 
零 部 件 的 构成 来 进行 划分 。 这 样 做 的 一 个 好 处 是 : 部 件 供应 厂家 只 需 开 发 出 自己 生 
产 的 产品 的 子 绪 构 分 析 模 型 即 可 。 总 装 广 把 各 个 部 件 广 提 供 的 子 结构 模型 组 装 起 
来 ， 形 成 最 终 产品 的 有 限 元 分 析 横 型 。 这 样 不 但 可 以 提高 产品 开发 效率 ， 而 且 有 利 
于 部 件 的 保密 。 

近年 来 ， 子 结构 模 态 综合 法 的 主要 目标 是 提高 大 规模 系统 的 特征 值 以 及 频率 响 


ieh toee] 
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应 的 计算 速度 。 按 照 几何 领域 划分 子 结构 并 不 是 一 个 高 效 的 方法 。 对 于 一 个 有 限 元 
模型 ， 可 以 直接 按 其 矩阵 的 特征 在 数学 领域 进行 子 结 构 划 分 ， 这 样 的 子 结构 可 能 没 
有 任何 几何 含义 。 其 中 一 个 引 人 注 目的 技术 是 所 谓 的 自动 多 层 子 结构 分 析 法 
( Automated Multi-Level Substructuring, AMLS), 。 其 做 法 是 : 先 把 整体 有 限 元 模型 分 
WI 2 个 子 结构 ， 每 个 子 结构 再 分 割 为 2 个 孙 结 构 ， 依 次 分 割 下 去 ， 形 成 如 图 4. 8 
所 示 的 子 结构 树 形 图 。 每 个 子 结构 的 自由 度 分 为 边界 自由 度 和 内 部 自由 度 。 内 部 自 
由 度 通过 Craig-Bampton 变换 进行 缩减 ， 最 后 得 到 由 子 结构 的 模 态 表现 的 系统 。 由 
于 在 各 个 层次 上 出 现 的 子 结构 模 态 自由 度 总 和 远 远 小 于 原 有 系统 的 自由 度数 ， 整 体 
系统 的 特征 值 和 频率 响应 可 以 通过 对 得 到 的 自由 度 缩 减 了 的 系统 进行 解析 得 到 。 这 
样 ， 可 以 大 大 节省 计算 成 本 。 



































图 4.8 自动 多 层 子 结构 分 析 法 的 子 结构 树 形 图 

现在 ， 在 汽车 噪声 、 振 动 及 不 平顺 性 分 析 中 ， 上 自动 多 层 子 结构 分 析 法 已 成 为 一 
个 不 可 或 缺 的 技术 。 一 个 汽车 车 身 模型 可 以 分 割 为 数 千 个 子 结构 。 利 用 自动 多 层 子 
结构 分 析 法 在 一 般 工 作 站 求解 特征 值 问 题 和 频率 响应 ， 可 能 比 用 传统 的 模 态 法 在 超 
级 计算 机 上 进行 计算 还 要 快 。 

在 有 限 元 分 析 软 件 中 (如 Nastran)， 子 结构 分 析 方 法 也 称 为 超 单元 法 
(Superelement Method) 。 一 个 子 结构 就 是 一 个 超 单元 。 此 外 ， 近 年 还 出 现 了 类 似 于 
自动 多 层 子 结构 分 析 法 的 一 些 方法 ， 如 MSC. Nastran 的 自动 子 结构 模 态 综合 法 ( Au- 
tomatic Component Mode Synthesis, ACMS), Abaqus 的 自动 多 层 子 结构 分 析 法 (Au- 
tomatic Multi-level Substructuring，AMS ) 等 。 











4.3 传递 函数 综合 法 


在 应 用 有 限 元 分 析 的 CAE 实践 中 ， 有 时 需要 把 一 个 现成 结构 的 动 特性 导入 到 
分 析 模 型 中 去 。 这 可 能 是 由 于 无 法 得 到 精确 的 对 象 结构 的 有 限 元 模型 (例如 别 的 
三 家 的 制品 ) ， 也 可 能 是 因为 现 有 部 件 不 再 需要 变动 ， 不 需要 对 其 进行 分 析 计 算 ， 
只 需 把 其 影响 考虑 到 整体 结构 中 去 即 可 。 不 论 哪 一 种 情况 ， 由 于 实物 存在 ， 可 以 对 
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其 进行 加 振 实 验 ,， 测量 到 由 传递 函数 代表 的 动 特性 。 当 然 ， 对 于 纯粹 的 有 限 元 模 
型 ,也 可 以 把 它 分 为 若干 个 子 结构 模型 。 对 于 每 个 子 结构 ， 构 建 其 传递 函数 模型 ， 
再 根据 结合 点 的 位 移 连 续 性 条 件 ， 把 各 子 结构 的 动 特性 综合 起 来 。 由 于 传递 函数 只 
涉及 激励 点 、 啊 应 观察 点 以 及 结合 点 之 间 的 关系 ， 当 结合 点 不 多 时 ， 可 以 大 大 削减 
研究 对 象 的 自由 度 ， 达 到 提高 计算 速度 和 节省 内 存 的 目的 。 这 是 子 结构 分 析 的 古典 
手法 之 一 ， 最 初 也 称 为 BBA (Building Block Approach) 法 。 现 在 ， 这 种 把 由 传递 
函数 代表 的 部 件 结构 的 动 特性 导入 到 整体 结构 的 有 限 元 分 析 模 型 中 去 的 方法 ， 即 所 
谓 的 传递 函数 综合 法 (Transfer Function Synthesis) ， 更 多 的 是 应 用 于 把 实验 结果 与 
数学 模型 相 结合 的 混合 解析 中 (Hybrid Analysis) 。 


4.3.1 基本 原理 


为 了 说 明 传 递 函 数 综 合法 的 概念 ， 我 们 先 来 看 如 图 4.9 所 示 的 单 自 由 度 系 统 ， 
其 中 的 质量 由 两 个 质量 块 固 结 而 成 。 该 系统 的 日 由 振动 方程 为 
(m, * m,)x(t) +hkx(t) =0 














变形 为 
Z(e)x(t) =0 (4. 19) 
其 中 ，Z(o) 2k-o^m, -ww ， 称 为 系统 的 动 刚性 (柔顺 性 函数 的 倒数 ) 。 


X E 
k k Foy : 
= 
a) b) c) 


Ed 4.9 由 两 个 质量 块 固 结 而 成 的 单 自 由 度 系统 
a) 单 自由 度 系统 b) 系 统 子 结构 1 c) 系统 子 结构 2 
现在 ， 把 质量 块 m 和 m, IF, 二 者 的 结合 力 用 f 表示， 形成 图 4. 9b 和 图 
4.9c 所 示 的 两 个 子 结 构 ， 则 对 于 子 结构 1， 可 得 
2 
k — e m, 
结合 点 内 力 与 结合 点 位 移 之 间 的 柔顺 性 函数 为 
Xi 1 


c. "f k-wm, 


























Xi 





(4. 20) 


对 于 子 结构 2， 可 得 
-f 
- om, 


结合 点 内 力 与 结合 点 位 移 之 间 的 柔顺 性 函数 为 





X, = 
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X» 1 
G,(o) Et E 
将 式 (4. 20) fü (4. 21) 55 X (4. 19) 比较 可 知 ， 系 统 的 动 刚 性 可 以 由 两 个 子 结构 的 
传递 函数 的 倒数 合成 而 来 ， 即 
Z(o) =k-om -om 2G, (v) *Gj'(v) 
这 就 是 最 简单 的 传递 函数 综合 法 的 例子 。 
现在 再 来 考察 如 图 4. 10 所 示 的 二 自由 度 系 统 。 该 系统 的 强迫 振动 方程 为 


Belus ol 
十 = 
0 m lä, -k k, ju) LF, 





(4.21) 


变形 为 


(4. 22) 








图 4.10 二 自由 度 系 统 的 例子 
a) 二 自由 度 系统 b) 子 结构 1 c) 剩余 结构 d) 子 结构 2 
如 果 把 该 系统 从 弹 得 的 两 个 结合 点 分 割 开 ， 可 以 形成 以 下 子 系统 : UTE k 
与 质量 m, 构成 子 结构 1， 质量 m, 构成 子 结构 2 ， 两 个 结合 点 之 间 的 弹簧 E, 作为 最 
终 的 分 析 对 象 ， 可 以 理解 为 剩余 结构 。 对 于 子 结构 1 和 2， 结 合 点 处 的 加 振 点 柔顺 
性 函数 为 








I 1 
i z~, &(ov)- 2 (4.24) 
1 一 W mI 一 w m, 


对 于 剩余 结构 ， 可 以 列 出 以 下 方程 (根据 位 移 连续 性 条 件 ， 弹 簧 k, 的 两 端 结合 点 位 
移 分 别 等 于 质量 块 m, 和 质量 块 m, 的 位 移 。 这 里 ， 小 写 / 代表 内 力 ， 大 写 下 代表 外 


力 ) 
k, -k, Xi -f 
[-: ? E ?| 


式 (4.25 ) 的 右边 为 未 知 的 内 力 向 量 。 根 据 线性 系统 的 又 加 原理 ,结合 点 的 位 移 是 
由 内 力 和 外 力 的 共同 作用 引起 的 ， 因 此 有 以 下 关系 


G (o) = 
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x, 2G, (0)f, +G (0) F,, x, 2 - G,(o)f, * G, (0) F, 
由 此 可 得 内 力 为 
f=Gr x -F, 
h= -G; x, +F, 


B =G 0 x 
"0 DT SE 
Js 0 =G X, F, 
代入 式 (4. 25) ， 可 得 
no -k, I! F, 
-和 € 
-k, k, +G, X5 F, 


xX(4. 26) dil EEFEPS AP T A8 EAR Pe R TERRE AE k, ) 的 自由 度 上 进行 合 
成 而 得 来 的 。 将 式 (4. 24) 的 结果 代入 ， 可 见 它 与 原 有 系统 的 运动 方程 式 (4. 22) 等 
价 。 对 式 (4.26) 求 解 ， 即 可 得 到 原 有 系统 的 响应 。 这 就 是 传递 函数 综合 法 的 原理 。 
事实 上 ， 对 系统 的 动 刚 性 矩阵 式 (4. 23) 可 以 进行 以 下 变形 


E k, -kh, k -om 0 0 0 
l wll i k, ll 0 aP Pu 


k, -k, CT 0 0 0 
di no ollo cpa 





(4.27) 
X (4.27) 表示 ， 系 统 的 动 刚性 是 由 3 个 项 目 组 合 而 成 的 。 [ 2, ] 代表 剩余 结构 
(这 里 指 结 合 部 的 弹 得 E) 的 动 刚 性 矩阵 〈 剩 余 结构 的 自由 度 就 是 分 析 的 对 象 ) ; 
[Z,] 可 以 看 成 子 结构 1 在 所 有 分 析 自 由 度 上 表现 出 来 的 动 刚性 矩阵 ，[2, ] 可 以 
看 成 子 结构 2 在 所 有 分 析 自 由 度 上 表现 出 来 的 动 刚 性 矩阵 。[2, ] 和 [2] 由 传递 
函数 所 决定 ， 可 以 通过 实验 测量 得 到 ， 也 可 以 通过 有 限 元 计算 得 到 。 
由 以 上 过 程 可 以 看 出 ,传递 函数 综合 法 原理 上 是 严密 的 。 但 是 ， 如 果子 结构 之 
间 的 结合 部 刚性 太 大 ， 以 至 于 可 以 认为 是 一 体 的 时 候 ， 所 构成 的 传递 函数 矩阵 可 能 接 
近 奇 异 (不 满 秩 ) ， 使 得 产生 较 大 的 数值 误差 。 例 如 在 图 4. 10 所 示 的 例子 中 ， 如 果 
弹簧 的 刚性 为 无 限 大 ， 则 变 为 单 自由 度 系统 。 用 二 自由 度 系统 来 描述 该 系统 ， 会 
产生 奇异 矩阵 带 来 的 问题 。 因 此 ， 在 划分 子 结构 时 ， 最 好 是 从 柔性 结合 部 进行 分 割 。 
另外 应 该 注意 的 是 ， 用 传递 函数 组 装 而 成 的 动 刚 性 矩阵 是 频率 的 函数 ， 从 中 无 
法 分 离 出 质量 和 矩阵 和 刚性 和 矩阵， 因此， 不 能 进行 特征 值 分析 。 严 格 来 说 ， 不 能 应 用 
模 态 法 进行 求解 ， 只 能 用 直接 法 求解 。 


4.3.2 实现 方法 
前 面 已 经 说 过 ， 传 递 函 数 综合 法 主要 应 用 在 把 实验 结果 与 数学 模型 相 结合 的 
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混合 解析 中 。 这 里 来 讨论 如 何 把 一 个 由 伟 
递 函 数 表现 的 子 结构 纳入 到 有 限 元 分 析 模 
型 中 去 。 

首先 来 考察 如 图 4.11 所 示 的 情况 。 
在 这 个 例子 中 ， 上 、 下 两 个 结构 由 两 处 的 | 
弹性 元 件 相 结合 。 假 定 下 部 的 主体 结构 由 | "7777 { 
有 限 元 法 进行 建 模 ， 上 部 的 子 结构 利用 实 
验 测量 来 构建 其 传递 函数 异型。 这里， 只 
考虑 X、Y 方向 的 平移 运动 。 

我 们 把 主体 结构 以 及 弹性 支撑 元 件 作为 剩余 结构 ， 把 上 部 子 结构 从 a, 的 位 
置 分 离开 ， 结 合 点 自由 度 为 a.、a,、5,、5,。 在 结合 点 自由 度 上 ， 可 以 构建 子 结构 
的 动力 方程 为 


a b 


A3] 





图 4.11 传递 函数 综合 法 的 例子 














Z ou Zo Z hs Z | UN ds 

Z yax Zis Zy X Z a, ay 
了 (4.28) 

Z sas Z yas Z vb Zi by b. Íx 

Z yas Z yay Z x Z yy b, 


xt (4.28) "PS Ze BOE PEU T GS IU ST HIHPEREDE., xc ASIE OG MORTE, E 
4 7 Kj Ki, Ky 
中 有 10 个 独立 的 元 素 ( Yi =10) 。 这 个 刚性 矩 — 7 / 
阵 可 以 理解 为 由 10 个 弹簧 构成 。 为 了 更 容易 地 图 4 12 ”三 个 弹 得 构成 的 系统 
说 明 这 一 点 ， 考 察 如 图 4.12 所 示 的 三 个 弹 得 构 
成 的 系统 ， 容 易 得 到 该 系统 的 刚性 和 矩阵 为 
Kj tK -K, Zu Zi 
| -Ky Ky x] " D 2 

可 见 ， 由 三 个 弹 得 可 以 构成 一 个 2 x2 的 刚性 矩阵。 各 个 弹 得 常数 与 刚性 矩阵 的 各 
个 元 素 之 间 有 以 下 关系 





pa 


2= -ZL = -Zx 
Kı =Z -Kp =Z +Z 
K» =Z» -Kn =Z + Zo 


È Z, G=j) 
K; = k=1 
-Z, (iz)) 


由 于 动 刚性 是 频率 的 函数 ， 这 些 弹 簧 的 系数 也 随 频 率 而 变化 。 从 这 个 意义 上 来 说 ， 
这 些 弹簧 不 是 实际 意义 上 的 弹簧 ， 而 仅仅 是 力学 含义 上 的 虚拟 弹簧。 


一 般 化 关系 ; (4.29) 
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再 回 到 图 4. 11 的 例子 。 将 这 个 子 结构 模型 与 剩余 结构 的 有 限 元 模型 (FEM) 
相 结合 ， 相 当 于 在 剩余 结构 的 结合 点 处 连接 上 10 根 随 频率 变化 的 弹 签 ， 如 图 4. 13 
所 示 〈 图 中 仅 画 出 了 5 根 弹 壬 ， 所 有 弹簧 的 连接 关系 由 右边 的 10 个 线段 表示 ) 。 
这 样 ， 就 可 以 得 到 导入 了 实验 结果 的 有 限 元 分 析 模 型 。 之 后 的 分 析 就 像 一 般 的 有 限 
元 模型 那样 进行 (TE MSC. Nastran 中 ，PELAST 用 于 定义 随 频率 变化 的 弹 得 元 素 ) 。 

















iL. XL DI Kaxax 
传递 两 数 模型 T 2 
天 axay 
ax dy 
ax Kaxbx b. 
NI ax Key h, 
i 
Kaybx 
dy oo by 
Y a, Kayby b 
FEM Bind i Kbxby 7 
b, ————— b, 
X Koxbx 
b 7 
b Kbyby 


图 4.13 用 随 频率 变化 的 弹簧 元 素来 定义 子 结构 的 动 刚 性 
现在 来 考察 如 何 通过 传递 函数 测量 来 决定 如 图 4. 11 所 示 子 结构 的 动 刚性 。 用 
G 来 表示 传递 函数 (柔顺 性 函数 ) ， 例 如 G6, 表示 在 5 点 了 方向 加 振 而 在 a 点 X 方 
向 上 测量 到 的 传递 函数 ， 则 在 内 力作 用 下 (这 里 假定 没有 外 力 ) ， 子 结构 在 结合 点 
上 的 响应 可 以 表示 为 





ax das 十 G as por 十 G a pn 十 Cauy Js 
ayax p 十 G ay d 十 G ybs Jiz + G y Foy 
da + Gas, tot 十 Ga Jox + Ga, Ío 

ax ds T Gpyay d 十 Gs Sox * Ghyby du 


y byax 
用 和 矩阵 形式 表示 为 
a. G G xay G dx G uii f 
a. G ayax G ayay Gay x Gy by ay 
a m Cai Um |a (4.30) 
b. Gia Gp y Ga Gia, VN 
b. G, Gp Gb Gpypy by 


对 比 式 (4.30) 与 式 (4.28) 可 知 ， 动 刚性 矩阵 等 于 由 传递 函数 构成 的 矩阵 的 道 ， 
即 
aay lois 
综 上 所 述 ， 传 递 函数 综合 法 的 实现 步 又 是 ; 
1) 测量 从 主体 结构 分 离开 的 对 象 子 结构 的 传递 函数 (各 个 结合 点 以 及 各 个 方向 
Eje 
2) 构 成 传递 丽 数 方 阵 并 求 道 ， 得 到 动 刚性 矩阵 。 
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3) 根 据 式 (4. 29) ， 决 定 各 个 虚拟 弹簧 随 频率 变化 的 弹簧 常数 。 

4) 将 得 到 的 各 个 弹簧 连接 到 与 主体 结构 的 结合 点 上 (弹簧 常数 为 复数 ， 实 部 代 
表 刚 性 ， 虚 部 代表 阻尼 。 在 MSC. Nastran 中 ,用 PELAST 定义 ) 。 

5) 对 于 得 到 的 混合 模型 ， 按 照 通常 的 有 限 元 分 析 方 法 进行 分 析 。 但 应 注意 ， 
含有 随 频率 变化 的 弹 得 系统 不 能 进行 特征 值 分 析 。 如 果 要 进行 特征 值 分 析 ， 必 须 把 
各 个 虚拟 弹簧 的 值 固定 在 某 个 代表 值 上 。 

最 后 需要 指出 的 是 ， 如 果 需 要 子 结构 内 部 某 些 位 置 的 响应 ， 则 把 这 些 点 也 要 像 
结合 点 那样 考虑 进来 。 例 如 在 图 4. 11 所 示 的 例子 中 ， 如 果 需 要 知道 子 结构 上 c 点 
响应 的 话 ， 则 还 应 测量 与 c 点 有 关 的 传递 函数 。 这 样 ， 传 递 函 数 和 矩阵 和 动 刚性 和 矩阵 


6 


不 再 是 4 x4 阶 和 矩阵， 而 是 6 x6 阶 和 矩阵 ， 需 要 用 21 根 虚 拟 弹簧 来 定义 ( Y, i=21)。 


iz 


此 外 ， 如 果子 结构 从 主体 结构 分 离 后 处 于 自由 状态 ， 则 传递 函数 测量 应 该 在 这 个 自 
由 状态 进行 ; 如果 分 离 后 子 结构 的 其 他 部 位 存在 约束 ， 则 应 在 这 种 约束 条 件 下 进行 
传递 函数 测量 。 


4. 3.3 问题 点 及 对 策 


以 上 介绍 了 传递 函数 综合 法 的 原理 和 步 缀 。 在 实际 运用 中 ， 其 实 还 会 遇 到 各 种 
问题 。 例 如 在 图 4. 11 所 示 的 例子 中 ， 我们 只 考虑 到 了 平移 运动 ， 实 际 中 ， 结 合 点 
肯定 还 存在 回转 自由 度 。 也 就 是 说 ， 严 密 的 建 模 应 该 把 回转 自由 度 也 考虑 进来 。 但 
是 ， 由 于 在 回转 方向 上 加 振 并 测量 回转 方向 响应 的 实验 很 困难 ， 一 般 的 做 法 是 忽略 
掉 回转 自由 度 的 影响 ， 这 就 会 引起 误差 。 

传递 函数 矩阵 是 频率 的 函数 ， 在 某 些 频率 上 (如 反共 振 频率 上 )， 由 于 测量 误 
差 的 影响 ,传递 函数 矩阵 可 能 接近 病态 矩阵 ， 一 般 的 矩阵 逆 运 算 会 禹 来 较 大 的 数值 
误差 。 为 了 改进 计算 精度 ， 可 以 利用 特异 值 分 解 的 方法 来 求 逆 和 矩阵 (参见 5. 4.5 
T). 

最 不 好 处 理 的 情况 是 ， 子 结构 与 主体 结构 之 间 不 是 通过 弹性 元 件 相 结合 ， 而 是 
直接 用 螺钉 连接 起 来 ， 如 图 4.14 所 示 。 因 为 是 面 接触 ， 理 论 上 有 无 限 个 结合 点 ， 
如 何 通 过 测量 有 限 个 传递 函数 来 代表 子 结构 的 动 特性 是 一 个 困难 的 工作 。 不 严密 但 
实用 的 处 理 方法 是 认为 只 在 每 个 螺钉 位 置 存在 结合 ， 这 样 ， 传 递 函数 的 测量 工作 仅 
限于 各 个 螺钉 位 置 ， 易 于 操作 。 但 是 ， 当 螺钉 个 数 很 多 时 ， 测 量 工作 量 将 很 大 ， 这 
些 困难 都 会 影响 传递 函数 综合 法 的 应 用 。 

当 子 结构 的 结合 面 变 形 相对 于 其 他 部 位 来 说 很 小 ， 可 以 认为 是 刚体 时 (如 法 兰 
盘 较 厚 的 情况 )， 可 以 近似 地 用 一 个 等 价 结合 点 的 6 个 刚体 自由 度 (3 个 平移 ，3 个 
回转 ) 来 代表 结合 面 的 特性 。 这 样 ， 只 要 构成 6 x6 阶 传递 函数 矩阵 即 可 。 由 于 回 
转 响应 不 能 直接 测量 ， 可 以 通过 测量 若干 个 点 的 平移 方向 的 响应 (如 4 点 x3 方 
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机 器 本 体 





图 4.14 子 结构 与 主体 结构 固 结 的 情况 

向 ) ， 根 据 刚 体 运 动 的 法 则 ,运用 最 小 二 乘 原理 来 估算 出 等 价 结合 点 的 平移 及 回转 
响应 。 需 要 指出 的 是 ， 当 使 用 工程 单位 (mm, kgf, s) 时 ,平移 刚性 与 回转 刚性 在 数 
值 上 可 能 相差 巨大 ， 从 而 引起 数值 计算 误差 。 使 用 国际 标准 单位 (m, N, s) 可 以 有 
效 地 减少 这 个 误差 。 








44 模 态 模型 





上 节 介 绍 了 利用 传递 函数 综合 法 把 实验 结果 与 有 限 元 模型 相 结 合 的 混合 分 析 方 
法 。 一 个 子 结构 的 动 特性 不 光 用 传递 函数 可 以 表现 ， 也 可 以 用 模 态 参数 (固有 频 
率 、 模 态 形状 、 模 态 阻 尼 ) 来 表示 。 这 样 得 到 的 模型 称 为 模 态 模型 ( Modal. Model ) 。 
模 态 模型 可 以 由 模 态 实验 得 到 (通过 对 传递 函数 进行 曲线 拟 合 来 确定 模 态 参数 )， 
也 可 以 由 数学 模型 的 特征 值 分 析 得 到 。 

模 态 模型 由 模 态 自由 度 和 对 应 的 模 态 参数 组 成 。 假 定 对 图 4. 11 中 的 子 结构 进 
行 模 态 分 析 ， 得 到 nn 个 模 态 ， 则 及 个 模 态 自 由 度 ， 用 g,(i=1，2，…, n) RK 
示 。 每 个 模 态 可 以 看 作为 由 模 态 质量 、 模 态 刚 性 以 及 模 态 阻尼 构成 的 单 自由 度 系 
统 。 对 于 常用 的 质量 正规 化 的 情况 ， 模 态 质 量 为 1， 模 态 刚性 等 于 固有 和 角 频 率 的 平 
方 。 已 知 模 态 参 数 后 ， 子 结构 上 的 任意 点 的 响应 可 以 由 模 态 闭 加 法 得 到 。 例 如 对 于 
结合 点 a、5 来 说 ， 其 X、Y 方向 上 的 响应 可 以 表示 为 

a, = Pq + Pg Panada t E Panan 

a, = Pg + Pg + Pgs t + Pg, 

b. = Prali + Prad + Prags + + Pranga 

b, = Pqi + $154; + P343 t + $,,q, 
HP, pa 表示 第 一 个 模 态 在 a 点 X 方 向 上 的 模 态 形状 ， 其 余 定义 类 推 。 当 然 ， 子 
结构 上 其 他 点 的 响应 也 可 以 用 同样 方法 得 到 。 

式 (4.31) 所 示 的 关系 在 有 限 元 软件 中 可 以 用 多 点 约束 方程 ( Multiple Point Con- 
straint ，MPC) 来 表示 ， 而 模 态 质量 、 模 态 刚 性 、 模 态 阻 尼 可 以 用 集中 质量 元 素 、 集 














(4.31) 
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中 刚性 元 素 和 集中 阻尼 元 素来 

表示 。 这 样 ， 子 结构 的 模 态 模 ” 模 态 刚性 
型 可 以 方便 地 导入 到 主体 结构 POAR 
的 有 限 元 分 析 模 型 中 来 ， 如 图 模 态 
4.15 所 示 。 为 了 简洁 ,在 图 
4. 15 中 略 掉 了 阻尼 元 素 。 

在 实验 模 态 分 析 中 ，0Hz 
的 刚体 模 态 可 能 无 法 得 到 ， 在 FEM ERU 
构建 模 态 模型 时 ， 应 加 入 子 结 
构 的 刚体 特性 。 这 可 以 在 重心 图 4.15 子 结 构 模 态 模型 与 主体 结构 有 限 元 模型 的 结合 
位 置 用 集中 质量 元 素 定 义 其 质量 和 惯性 ， 然 后 把 重心 节点 与 需要 的 点 (结合 点 以 及 
需要 响应 输出 的 点 ) 用 刚性 元 素 相连 即 可 。 如 果 不 考虑 刚体 特性 ， 可 能 会 引起 较 大 
的 低频 误差 ， 如 果 从 有 限 元 模型 通过 特征 值 分 析 来 构建 模 态 模型 ，0Hz 的 刚体 模 态 
可 以 直接 考虑 进来 ， 把 刚体 模 态 与 弹性 模 态 同时 考虑 即 可 。 当 然 ， 如 果子 结构 从 主 
体 结构 分 离 后 仍 存 在 其 他 约束 ， 则 应 在 此 约束 条 件 下 进行 模 态 分 析 。 这 时 ， 不 存在 
刚体 模 态 问题 。 

上 述 模 态 模型 的 构建 方法 显然 
没有 考虑 与 主体 结构 结合 部 的 刚性 
的 影响 。 当 子 结构 本 身 的 刚性 远 高 
于 结合 部 刚性 (柔性 结合 的 情况) 
时 ， 这 种 方法 精度 较 高 ;但 如 果 结 | wo " 
合 部 刚性 很 高 ， 以 至 于 对 子 结构 动 PE 
特性 的 影响 较 大 时 ， 用 这 种 方法 进 
行 综 合 ， 可 能 会 产生 较 大 误差 。 前 ”图 4.16 轮胎 模 态 模型 与 悬 架 有 限 元 模型 相 结 合 
面 介绍 的 子 结构 模 态 综合 法 和 传递 
函数 综合 法 在 原理 上 是 严密 的 ,但 是 实际 中 存在 误差 。 子 结构 模 态 综合 法 的 误差 源 
于 固定 边界 模 态 的 截止 误差 ,传递 函数 综合 法 的 误差 源 于 测量 误差 以 及 矩阵 求 逆 运 
算 的 数值 误差 ， 而 这 里 介绍 的 模 态 模型 化 方法 的 误差 源 于 其 原理 上 的 不 严密 性 ， 这 
是 该 方法 本 质 上 的 缺陷 。 但 是 ， 由 于 该 方法 简单 明了 、 易 于 运用 ， 在 实际 中 得 到 很 
多 应 用 。 例 如 在 研究 汽车 的 低频 振动 问题 时 ， 研 究 对 象 是 底盘 系统 。 过 去 一 般 把 车 
体 当 作 刚 体 来 看 待 ， 但 现在 往往 需要 考虑 到 车 体 动 特性 的 影响 。 如 果 用 普通 的 有 限 
元 模型 来 表示 车 体 的 话 ， 会 增加 很 大 的 计算 负担 ， 因 此 ,通常 把 车 体 转化 为 模 态 模 
型 。 轮 胎 的 模型 化 也 是 这 样 ， 经 常 把 由 实验 模 态 分 析 得 来 的 模 态 模型 导入 到 整 车 的 
有 限 元 分 析 模 型 中 去 。 图 4. 16 所 示 为 一 个 把 轮胎 模 态 模型 与 悬 架 有 限 元 模型 相 结 
合 的 例子 。 
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为 了 改进 精度 ， 在 建立 模 态 模型 时 ， 应 尽量 纳入 更 多 的 模 态 。 最 有 效 的 方法 是 
把 子 结构 进行 Craig-Bampton 缩减 后 再 进行 固有 值 分 析 ， 进 而 转化 为 模 态 模型 。 这 
样 ， 操 作 上 可 能 比 用 子 结构 模 态 综合 法 直观 易 懂 ， 精 度 又 可 以 保证 。 但是， 这 种 方 
法 对 于 实验 模 态 分 析 来 说 无 法 运用 。 








4.5 ”有限 元 模型 的 实验 验证 方法 





一 个 有 限 元 模型 是 否 真实 反映 了 实际 结构 的 特性 ， 最 终 还 需要 通过 与 实验 结果 
的 比较 来 判断 。 在 CAE 实践 中 ， 对 于 复杂 结构 来 说 ,一 次 性 地 建立 起 准确 的 数学 
分 析 模 型 几乎 不 可 能 ， 往 往 要 不 断 地 与 实验 结果 进行 对 比 并 相应 地 改进 分 析 模 型 。 
CAE 的 名 称 直译 为 计算 机 辅助 工程 ， 似 乎 只 是 利用 计算 机 进行 分 析 计 算 , 但 是 离 
开 了 实验 的 CAE 可 能 会 脱离 实际 ， 其 至 导致 错误 的 结论 。 所 以 ， 从 更 深入 的 意义 
上 来 说 ，CAE 还 应 该 包括 实验 分 析 技 术 。 有 效 的 CAE 实践 应 该 合理 地 把 握 解 析 与 
实验 这 两 个 "车轮 "之 间 的 平衡 。 对 于 一 个 优秀 的 CAE 工程 师 来 说 ， 掌 握 机 械 动 力 
学 原理 对 于 做 出 正确 的 判断 很 重要 ， 同 样 ， 了 解 必要 的 实验 分 析 技术 对 于 增强 工程 
感觉 、 提 高 工程 素养 同样 很 重要 。 本 市 介绍 如 何 通 过 与 实验 结果 的 对 比 来 提高 有 限 
元 模型 精度 的 方法 。 


4.5.1 实验 -解析 相关 分 析 的 一 般 方法 


通过 与 实验 结果 的 对 比 来 提高 分 析 模 型 的 精度 的 过 程 称 为 实验 -解析 相关 分 析 
( Correlation) 。 对 于 动力 学 分 析 来 说 ， 相 关 分 析 主 要 是 检验 解析 得 到 的 固有 频率 和 
模 态 形状 是 否 准确 。 这 可 以 直接 通过 对 比 模 态 分 析 的 结果 来 进行 ， 也 可 以 通过 对 比 
频率 响应 函数 来 进行 。 由 于 测量 频率 响应 函数 (传递 函数 ) 比 进行 实验 模 态 分 析 要 
容易 得 多 ， 通 常情 况 下 ， 采 用 对 比 频率 响应 函数 的 相关 分 析 方 法 。 

作为 解析 与 实验 的 对 比 ， 首 先 ， 二 者 的 边界 条 件 应 该 一 致 。 解 析 模 型 的 边界 条 
件 可 以 任意 设 定 ， 而 实验 中 的 边界 条 件 则 往往 受到 一 定 限制 。 对 于 约束 边界 条 件 ， 
需要 制作 夹具 来 固定 住 实验 对 象 。 这 样 一 方面 增加 实验 成 本 ,为 一 方面 (也 是 主要 
方面 ) 受 夹具 变形 等 因素 的 影响 ,很 难 准确 表现 真实 使 用 条 件 下 的 约束 条 件 。 因 
此 ， 一 般 在 实验 中 ， 采 用 较 易 实现 的 无 约束 的 自由 边界 条 件 。 这 可 以 通过 空气 弹簧 
支撑 或 柔性 绳索 悬挂 的 方式 实现 。 相 应 地 ， 解 析 模 型 也 应 采用 自由 边界 条 件 。 

如 果 解 析 结 果 与 实验 结果 达 不 到 要 求 的 相关 性 ， 则 需要 对 解析 模型 进行 改进 。 
首先 要 检查 解析 模型 中 是 否 存在 错误 ， 以 下 是 一 些 基本 的 检查 方法 。 

1. 模型 质量 检查 

所 建 的 有 限 元 模型 的 质量 应 该 与 实际 结构 的 质量 相符 合 ， 这 种 检查 应 该 针对 每 
一 个 零 部 件 来 进行 。 如 果 为 了 简化 模型 而 用 集中 质量 元 素 表 现 一 个 零件 ， 应 该 注意 
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该 零件 的 惯性 矩 是 否 不 可 忽略 。 一 般 来 说 ， 模 型 质量 与 实际 质量 的 差 应 该 控制 在 
2% 以 内 。 调 节 材料 密度 是 改变 模型 质量 的 简单 方法 ， 但 是 这 种 调节 应 该 给 出 合理 
的 说 明 。 

2 刚体 模 态 频率 检查 

对 于 一 个 没有 约束 的 模型 来 说 ， 前 6 个 模 态 为 刚体 运动 模 态 ， 其 频率 为 0。 如 
果 计 算出 的 刚体 模 态 频 率 不 接近 于 零 ， 说 明 模型 中 存在 错误 。 一 个 典型 的 例子 是 用 
多 点 约束 元 素 (或 线性 弹 答 元 素 ) 将 两 个 不 在 同一 位 置 的 节点 连接 起 来 的 情况 。 由 
于 两 个 节点 之 间 存在 上 距离 ， 对 于 绕 垂直 于 两 点 连 线 的 方向 上 的 转动 ， 在 多 点 约 东 要 
素 (或 线性 弹簧 元 素 ) 中 会 产生 应 变 能 ， 导 致 不 为 0 的 刚体 模 态 频 率 。 正 确 的 模型 
化 方法 应 是 将 两 个 处 于 同一 位 置 的 节点 才能 用 多 点 约束 (或 线性 弹 仁 元 素 ) 连接 起 
来 。 当 结构 被 空气 弹 签 等 柔性 元 件 支撑 时 ， 有 时 刚体 模 态 的 频率 可 能 会 高 达 1 ~ 
2Hz。 在 有 限 元 模型 中 ， 通 过 集中 弹簧 元 素 可 以 表现 这 种 柔性 支撑 。 对 于 没有 任何 
柔性 支撑 的 自由 边界 条 件 ， 一 般 认为 刚体 模 态 频率 应 该 在 首 阶 弹性 模 态 频率 的 5 个 
数量 级 以 下 。 

3. 应变 能 检查 

上 面 的 刚体 模 态 频率 检查 可 能 会 发 现 模型 错误 ， 但 错 在 什么 位 置 则 不 知道 。 应 
变 能 检查 提供 了 一 个 有 用 的 确定 错误 位 置 的 方法 。 刚 体 模 态 的 应 变 能 定义 为 

e = 村 19I7[K]1g| (4.32) 
| ERSE, [KEREEME st C4. 32) 表示 的 是 模 态 整体 的 应 变 能 ， 对 
于 每 个 元 素 进行 上 述 计算 ， 则 可 以 得 到 应 变 能 分 布 。 对 于 真正 的 刚体 模 态 ， 所 有 位 
置 的 应 变 能 都 应 该 为 0， 不 为 0 的 地 方 则 显示 了 模型 错误 的 位 置 ， 如 不 当 使 用 的 多 
点 约束 方程 等。 

在 检查 完 模型 错误 之 后 ， 则 应 着 手 对 模型 进行 修改 。 改 什么 地 方 和 如 何 改 ， 不 
是 一 件 容易 的 工作 ， 需 要 对 对 象 结构 的 特点 有 清楚 的 认识 ， 还 要 有 和 丰富 的 经 验 和 工 
程 感觉 ， 有 时 甚至 需要 “运气 "。 比 较 系统 性 的 方法 是 利用 灵敏 度 分 析 和 优化 计算 。 
灵敏 度 分 析 是 研究 一 个 状态 变量 ( State Variable, SV, 如 模 态 频率 ) 随 一 个 设计 变量 
(Design Variable, DV, 如 弹簧 常数 ) 变化 的 敏感 度 。 这 可 以 用 灵敏 度 系数 来 衡量 ， 
其 定义 如 下 












































DS, = ASV/ ADV, (4. 33) 

显然 ， 改 变 那 些 对 状态 变量 比较 敏感 的 设计 变量 效率 最 高 ， 这 就 是 优化 设计 的 思 

想 。 优 化 算法 是 根据 灵敏 度 系数 的 大 小 来 决定 改变 哪些 设计 变量 和 怎么 改 ， 并 不 断 

对 设计 变量 进行 更 新 。 一 个 优化 模型 是 指 通 过 最 少 的 改动 来 达到 解析 结果 与 实验 结 
果 的 差异 为 最 小 的 目的 ， 可 以 通过 以 下 性 能 指标 来 衡量 

PI = > (SVgsnogs) +w > (DVcnancrs) (4.34) 
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这 里 ，w 为 一 个 加 权 系 数 。 式 (4. 34) 称 为 优化 设计 的 目标 函数 。 第 一 项 表示 解析 - 
实验 相关 分 析 的 目标 是 使 计算 与 实验 结果 (状态 量 ) 之 间 的 差 最 小 ， 第 二 项 是 指 同 
时 要 使 设计 变量 的 改变 量 为 最 小 。 

状态 变量 可 以 是 模 态 频率 或 频率 响应 函数 的 峰值 频率 等 ; 设计 变量 通常 是 无 法 
确定 其 准确 值 的 一 些 模型 变量 ， 例 如 表现 结合 部 刚性 的 线性 弹 往 元 素 的 弹簧 常数 
等 。 一 个 具体 例子 是 汽车 车 窗 玻璃 与 窗 框 之 间 的 模型 化 。 一 般 做 法 是 沿 着 窗 框 布置 
许多 集中 弹簧 元 素来 表现 玻璃 与 窗 框 之 间 的 结合 刚性 ， 但 这 些 弹 簧 常数 是 没 法 事先 
准确 决定 的 。 可 以 通过 与 实验 结果 (频率 响应 函数 ) 的 对 比 ， 确 定 出 目标 函数 ， 然 
后 通过 优化 算法 来 决定 这 些 弹簧 常数 (设计 变量 ) 的 值 。 


4.5.2 模 态 普查 预先 分 析 方 法 


在 航天 工程 领域 ， 需 要 对 在 发 射 过 程 或 飞行 过 程 中 可 能 产生 的 动 载荷 通过 计算 
模型 事先 做 出 预测 。 例 如 航天 飞机 发 射 时 ， 对 于 内 部 所 搭载 结构 (Payload ) 对 航天 
飞机 的 作用 力 等 需要 做 出 预测 ， 因 此 ， 对 于 建立 的 航天 结构 的 有 限 元 模型 的 精度 要 
求 较 高 。 为 了 提高 实验 -解析 相关 分 析 的 精度 ， 在 进行 模 态 实验 之 前 ， 通 常 需要 进 
行 模 态 普查 预先 分 析 ( Modal Survey Pretest Analysis) 。 

模 态 普查 预先 分 析 的 目的 是 为 了 校 核 计 算 模 型 的 精度 ， 从 而 判断 有 限 元 模型 是 
否 能 够 精确 地 预测 结构 在 实际 工作 环境 中 的 响应 。 首 先 ， 需 要 通过 模 态 实验 来 测量 
结构 的 模 态 频率 、 模 态 形状 和 模 态 阻尼 。 对 于 一 个 航天 结构 ， 可 能 需要 数 百 个 加 速 
度 传感器 来 进行 测量 ， 因 此 ， 一 个 首要 任务 是 确定 需要 多 少 个 传感器 以 及 在 什么 位 
置 来 测量 ， 原 则 是 所 有 主要 部 位 的 模 态 形状 都 应 该 被 反映 出 来 。 同 时 ， 由 于 成 本 和 
时 间 的 限制 ， 传 感 器 的 数目 还 应 控制 在 合理 的 范围 。 比 较 理想 的 是 优化 选择 设置 位 
置 ， 使 得 在 合理 的 预算 范围 内 可 以 得 到 尽 可 能 多 的 数据 。 

选择 加 速度 传感器 的 数目 和 安装 位 置 在 很 大 程度 上 依赖 于 经 验 。 对 于 一 个 简单 
的 结构 也 许 比较 直观 ， 但 对 于 一 个 复杂 的 结构 ， 这 不 是 一 个 容易 的 工作 。 因 此 ， 可 
以 进行 预先 分 析 ( Pretest Analysis) 。 所 谓 预 先 分 析 ， 就 是 先 建立 一 个 初步 的 有 限 元 
模型 ， 并 进行 固有 值 分 析 ， 观 察 其 模 态 形状 并 选取 变形 较 大 的 位 置 来 作为 传 感 絮 的 
安装 位 置 。 此 外 ， 还 应 选 一 些 附加 的 点 来 反映 结构 的 几何 形状 。 

通过 预先 分 析 的 模 态 形状 来 选取 传感器 位 置 的 方法 虽然 比较 方便 ， 但 可 能 还 不 
足以 精确 地 识别 模 态 参数 ， 还 需 经 过 更 为 严密 的 步骤 来 进行 更 新 和 改进 。 其 做 法 就 
是 开发 出 一 个 所 谓 的 实验 -解析 模型 (Test-Analysis Model，TAM) 。 一 个 实验 -解析 模 
型 是 指 把 传 感 需 安装 位 置 的 自由 度 作 为 分 析 自 由 度 (4- 集 自由 度 ) 而 进行 缩减 得 来 
的 有 限 元 模型 。Guyan 缩减 就 是 常用 的 方法 。 这 样 ， 就 可 以 得 到 一 个 与 实验 模型 
“尺寸 "相同 的 有 限 元 分 析 模 型 。 

为 了 使 得 实验 -解析 模型 能 够 精确 地 反映 出 原 有 模型 的 特性 (注意 : 不 是 实际 结 
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构 的 特性 ) ， 应 该 通过 定量 指标 来 衡量 。 常 用 的 指标 是 模 态 频率 和 模 态 形状 的 正 交 
性 。 一 般 要 求实 验 - 解 析 模 型 的 模 态 频 率 与 原 有 有 限 元 模型 的 模 态 频率 之 差 在 2% 
以 内 ， 正 交 性 和 矩阵 的 对 角 项 大 于 0.95， 非 对 角 项 小 于 0.05, 

在 正 交 性 检查 中 ， 又 分 为 两 个 指标 : 一 个 是 所 谓 的 直接 正 交 性 (Direct Orthogo- 
nality) ， 其 定义 为 








[OR] ee [Mian | L Pren ] (4.35) 
另 一 个 是 所 谓 的 交叉 正 交 性 (Cross Orthogonality) ， 其 定义 为 
[XOR] - [Of] l Mran E $3] (4. 36) 


这 里 ，[ Be] 是 原 有 有 限 元 模型 在 分 析 自 由 度 (4- 集 ) 上 的 横 态 形状 ，[ Bi ] 是 实 
验 -解析 模型 的 模 态 形状 ，[ Wasw] 是 实验 -解析 模型 的 质量 矩阵 。 原 有 有 限 元 模型 的 
模 态 向 量 之 间 的 正 交 性 是 严格 成 立 的 ， 实 验 -解析 模型 的 模 态 向 量 之 间 的 正 交 性 也 
是 严格 成 立 的 。 但 是 ， 这 里 定义 的 这 两 个 正 交 性 矩阵 一 般 不 严格 成 立 ， 即 对 角 项 不 
等 于 1， 非 对 角 项 不 等 于 0。 这 是 由 于 模型 缩减 时 的 误差 引起 的 。 因 此 ， 式 (4. 35 ) 
和 式 (4.36) 中 的 两 个 正 交 和 矩阵 是 衡量 实验 -解析 模型 精度 的 有 效 指标 。 具 体 地 说 ， 
直接 正 交 性 衡量 的 是 实验 -解析 模型 的 质量 矩阵 是 否 准确 地 反映 了 原 有 模型 的 质量 
特性 ， 在 此 之 上 ， 交 义 正 交 性 衡量 的 则 是 实验 -解析 模型 的 模 态 形状 是 否 准 确 地 反 
映 了 原 有 模型 的 模 态 变形 。 

建立 实验 -解析 模型 的 过 程 经 常 是 一 个 试行 错误 的 过 程 。 如 果 以 上 评价 指标 不 
能 满足 ， 则 应 追加 更 多 的 点 进入 4- 集 (意味 着 增加 测量 点 ); 相反 ， 如 果 去 掉 某 些 
点 不 影响 上 述 指标 ， 则 应 把 这 些 点 从 A- 集 中 去 掉 ( 意 味 着 削减 测量 点 ) 。 

从 4.5.3 节 中 将 可 以 看 出 ， 通 过 实验 -解析 模型 可 以 在 实验 模 态 模型 与 有 限 元 
分 析 模 型 之 间 建 立 起 一 个 直接 的 联系 ， 为 解析 -实验 相关 分 析 提 供 一 个 定量 评价 的 
平台 。 因 此 ， 这 是 一 个 有 效 的 预先 分 析 手 段 。 对 传 感 顺 的 安装 位 置 进行 优选 的 目的 
就 是 为 了 建立 更 好 的 实验 -解析 模型 。 在 保证 实验 -解析 模型 精度 之 外 ， 还 应 该 考虑 
到 以 下 两 点 : 一 是 选择 的 位 置 应 该 能 够 到 达 并 且 适 于 安装 加 速度 传 感 顺 ; 二 是 对 于 
一 些 重要 部 位 ， 即 使 模 态 变形 不 大 ， 也 应 该 选 为 传 感 顺 安装 位 置 ， 例 如 承受 主要 载 
和 荷 的 部 位 、 主 要 部 件 的 结合 部 等 。 这 些 部 位 往往 刚性 较 大 ， 因 此 横 态 变形 较 小 ， 易 
于 被 忽略 。 


4.5.3 实验 -解析 相关 性 的 定量 评价 


前 面 说 过 ， 相 关 分 析 主 要 是 检验 解析 得 到 的 回 有 频率 和 模 态 形状 是 否 准确 。 国 
有 频率 可 以 直接 进行 对 比 ， 一 般 要 求解 析 与 实验 结果 的 差 在 5% 以 内 。 相 对 而 言 ， 
模 态 形状 却 不 易 直 接 定量 评价 ， 因 为 有 限 元 模型 的 模 态 向 量 与 实验 结果 的 模 态 向 量 
所 涉及 的 变形 点 的 个 数 差别 很 大 ， 前 者 一 般 很 长 ， 而 后 者 一 般 较 短 ( 受 测量 点 个 数 
的 限制 )。 为 了 定量 地 进行 对 比 ， 应 该 把 有 限 元 模型 的 模 态 形状 的 长 度 降低 为 与 实 


















































第 4 章 模型 的 缩减 与 综合 以 及 实验 验证 方法 - 189 - 











验 测量 点 数 相等 。 简 单 的 做 法 就 是 对 有 限 元 模型 的 模 态 向 量 在 实验 测量 点 位 置 进行 
采样 ， 形 成 一 个 模 态 向 量子 集 。 这 样 ， 可 以 通过 计算 以 下 模 态 可 信和 度 指 标 
(Modal Assurance Criterion, MAC ) 来 衡量 解析 结果 与 实验 结果 的 相关 性 。 
S | Pirm Dus | f 

— Il Drm I? 1] raus Il? 

模 态 可 信 度 指标 的 值 在 0 与 1 之 间 ， 反 映 的 是 两 个 模 态 形状 之 间 的 相似 性 。 如 果 接 
近 于 1， 说 明 解析 模型 很 好 地 反映 了 实际 结构 的 模 态 变形 。 

模 态 可 信 度 指标 原本 用 在 实验 模 态 分 析 的 实验 精度 评价 中 。 对 于 测量 到 的 模 态 
形状 ， 计 算 对 应 的 模 态 可 信 度 指标 矩阵 ， 该 矩阵 的 对 角 项 元 素 为 1。 如 果 非 对 角 项 
接近 于 0， 说 明 实验 精度 很 好 ; 如 果 非 对 角 项 存在 较 大 的 值 ， 说 明 实 验 精 度 不 足 ， 
不 同 模 态 之 间 的 区 分 不 是 很 好 ， 应 该 增加 测量 点 ， 以 更 精确 地 表现 各 个 独立 的 模 态 
形状 。 

更 加 严密 的 做 法 是 计算 正 交 性 和 矩阵。 在 建立 了 与 实验 模型 同 “ 斥 寸 ”的 实验 - 
解析 模型 之 后 ， 可 以 计算 以 下 正 交 性 指标 

LOR] - [ dts] [My] [ Psr] (4. 38) 

[XOR] = [ Bresr ] [My] [ O54] (4. 39) 
式 (4.38) 计算 的 是 实验 测 得 的 模 态 向 量 相 对 于 实验 -解析 模型 质量 和 矩阵 的 正 交 性 
矩阵， 这 是 定量 评价 模 态 形状 测量 精度 的 有 效 指标 。 在 这 个 计算 中 ， 模 态 形状 经 过 
质量 正规 化 ， 因 此 ， 对 角 项 元 素 的 值 始终 为 1。 如 果实 验 - 解 析 模 型 的 质量 和 矩阵 精 
确 反映 了 实际 结构 质量 的 分 布 特性 ， 则 [OR] 为 一 个 单位 矩阵 。 但 是 ， 实 验 - 解 析 
模型 的 缩减 误差 和 实验 中 的 不 确定 性 因素 不 可 避免 ， 因此 ，[ 0R] 的 非 对 角 项 不 会 
等 于 0。 非 对 角 项 的 值 的 大 小 反映 了 测量 到 的 模 态 向 量 的 好 坏 程度 ， 在 航天 领域 党 
用 的 判断 标准 是 : 如 果 [OR] 的 非 对 角 项 小 于 0. 1， 则 模 态 向 量 的 测量 结果 是 合 
格 的 。 

在 实验 模 态 向 量 经 过 式 (4.38) 的 正规 化 后 ， 式 (4.39) 所 计算 的 交叉 正 交 
性 矩阵 定量 地 反映 了 实验 模 态 形状 与 解析 模 态 形状 之 间 的 相关 性 。[XOR] 的 对 角 
项 的 值 越 接近 于 1， 则 二 者 的 相关 性 越 好 。 一 般 要 求 [XOR] 的 对 角 项 应 大 于 0. 9， 
同时 非 对 角 项 应 小 于 0. 1。 应 该 注意 : 当 模 态 密度 较 大 时 ， 根 据 频率 大 小 排序 的 模 
态 顺 序 可 能 与 实验 结果 的 顺序 不 一 致 ， 本 该 出 现在 对 角 项 上 的 结果 可 能 出 现在 非 对 
角 项 上 。 这 时 ， 应 该 根据 模 态 形状 的 异同 来 调整 模 态 次 序 ， 或 者 对 现 有 结果 做 出 正 
确 的 解释 和 判断 。 

综 上 所 述 ， 实 验 - 解 析 相 关 分 析 的 步 又 可 以 归纳 到 图 4. 17 中 去 。 


4.5.4 一 个 空间 结构 的 实例 
这 里 以 一 个 空间 结构 为 例 ， 来 说 明 以 上 方法 的 运用 。 该 空间 结构 是 一 个 外 形 尺 
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初级 有 限 元 模型 










定义 分 析 自 由 度 


缩减 模型 合格 吗 ? N 






解析 结果 


相关 性 合格 吗 ? 







最 终 有 限 元 模型 


图 4.17 实验 -解析 相关 分 析 流 程 示 意图 

寸 为 5m x4m x2m 的 大 型 结构 。 该 结构 在 自由 边界 条 件 下 的 90Hz 以 下 的 固有 模 态 
被 确定 为 对 象 模 态 ， 要 求 经 过 解析 -实验 相关 分 析 来 改进 这 个 模型 的 精度 。 

首先 ， 利 用 现 有 的 模型 进行 实验 前 的 预先 分 析 。 通 过 观察 模 态 变形 ， 选 取 变形 
较 大 而 又 有 几何 代表 性 的 位 置 作为 加 速度 传感器 的 安装 位 置 。 另 外 ， 把 质量 较 大 的 
部 位 也 选 为 测量 点 。 在 这 些 点 上 进行 Guyan 缩减 ， 可 以 得 到 实验 -解析 模型 。 最 初 
可 以 保守 一 些 ， 多 选 一 些 点 ， 通 过 与 原 有 模型 结果 的 对 比 〈( 模 态 频 率 、 正 交 人 性 
等 ) ， 可 以 对 选择 的 点 进行 调节 。 这 个 过 程 需要 反复 ， 是 一 个 试行 错误 的 过 程 。 在 
这 个 例子 中 ， 最 终 选取 了 118 个 位 置 作为 实验 -解析 模型 的 模型 点 ， 考 虑 3 方向 平 
移 ， 总 共有 118 x3 个 自由 度 。 也 就 是 说 ， 在 模 态 实验 中 ， 需 要 118 个 3 轴 加 速度 
传 感 融 来 进行 测量 。 图 4. 18 是 用 连 线 把 各 个 测量 点 连接 起 来 的 实验 -解析 模型 的 示 
意图 。 

前 面 说 过 ， 判 断 实验 -解析 模型 合格 与 否 的 标准 是 模 态 频率 误差 在 2% 以 内 ， 
正 交 性 矩阵 的 对 角 项 大 于 0. 95， 非 对 角 项 小 于 0. 05。 经 检验 ， 这 里 所 建 的 实验 - 解 
析 模 型 满足 这 个 标准 。 限 于 篇 幅 ， 表 4. 2 仅 列 出 模 态 频率 的 对 比 及 交叉 正 交 矩阵 的 
对 角 项 的 结果 (上 略 去 了 6 个 刚体 模 态 ) 。 可 以 看 出 ， 对 于 所 有 模 态 ， 实 验 -解析 模型 
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很 好 地 反映 了 原 有 FEM 模型 的 特 
性 ， 但 第 18 阶 模 态 有 点 超标 。 经 
检查 ， 这 是 由 于 一 个 部 件 的 局 部 变 
形 引 起 的 ， 而 这 个 部 件 没有 在 实验 
-解析 模型 中 得 以 表现 。 由 于 这 个 
局 部 变形 在 这 个 项 目 中 不 重要 ， 因 
此 实验 -解析 模型 的 精度 是 可 以 接 
受 的 。 事 实 上 ，90Hz 以 上 的 不 少 
模 态 都 是 局 地 模 态 (Local Mode), 
而 实验 -解析 模型 主要 反映 了 重要 
的 整体 模 态 ( Global Mode), 
此 ，90Hz 以 上 的 实验 -解析 模型 的 
精度 变 差 。 表 4.2 中 的 正 交 性 的 负 值 是 由 于 参与 计算 的 两 个 模 态 向 量 反 相 而 引起 
的 。 











图 4.18 用 连 线 把 各 个 测量 点 连接 起 来 的 
实验 -解析 模型 的 示意 图 

















表 4.2 有 限 元 模型 结果 与 实验 -解析 模型 结果 的 对 比 
























































有 限 元 分 析 n 实验 -解析 pi mus XOR 
/Hz /Hz (96) 

1 21.0 1 21.0 0 1. 00 
2 22.2 2 22.3 0. 5 -1.00 
3 26.5 3 26.6 0.4 -1.00 
4 26. 8 4 27.0 0.4 -1.00 
3 34.0 3 34.1 0.3 -1.00 
6 40. 7 6 40. 8 0.3 1. 00 
7 43.0 7 43.1 0.3 -1.00 
8 55.3 8 55.6 0.4 1. 00 
9 58.4 9 58.6 0.4 — 1.00 
10 59.6 10 59.7 0.2 -1.00 
11 62. 4 11 62.6 0.4 1. 00 
12 64.7 12 65.0 0.5 -1.00 
13 69. 0 13 69.3 0.5 1. 00 
14 73.6 14 74.4 1.0 -1.00 
15 79.8 15 80.1 0.4 — 0. 99 
16 83.1 16 83.5 0.5 1. 00 
17 85. 4 17 85.9 0.6 一 0. 99 
18 86. 9 18 89. 1 2.3 0. 84 
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实验 -解析 模型 的 建立 为 模 态 实验 中 加 速度 传感器 的 安装 位 置 提供 了 指针 。 另 
外 ， 通 过 观察 模 态 分 析 的 结果 ， 也 可 以 确定 能 够 激励 起 主要 模 态 的 合理 的 加 振 位 置 
和 加 振 方向 。 在 这 个 项 目 中 ， 整 个 结构 由 空气 弹簧 文 撑 起 来 ， 采 用 两 个 激 振 需 在 两 
个 方向 上 进行 激 振 。 这 里 对 具体 的 实验 过 程 不 做 介绍 ， 仅 列 出 以 下 注意 事项 作为 参 
考 





@ 为 了 确保 自由 边界 条 件 ， 刚 体 模 态 的 频率 应 该 远 低 于 第 1 阶 弹性 模 态 的 频 
率 。 通 常 要 求 刚体 模 态 频率 为 第 1 阶 弹性 模 态 频率 的 1/10 ~ 1/5。 在 这 个 例子 中 ， 
第 1 阶 弹性 模 态 的 频率 为 21Hz， 所 以 最 好 把 刚体 模 态 频率 控制 在 2 ~3Hz。 这 可 以 
通过 调节 空气 弹簧 的 内 压 来 实现 。 

© 在 进行 正式 实验 之 前 ， 最 好 进行 一 些 预 备 实 验 。 通 过 这 些 实验 ， 可 以 判断 
所 选 的 加 振 位 置 和 方向 是 否 合适 。 例 如 如 果 两 个 激 振 器 的 安装 位 置 的 机 械 阻抗 相差 
太 大 ， 激 励 力 的 振幅 也 将 相差 很 大 ， 这 样 的 效果 不 好 。 预 备 实验 的 男 一 个 重要 任务 
是 通过 考察 传递 函数 的 互 换 性 (Reciprocity) 来 检验 对 象 结构 的 线性 程度 。 如 果 互 
换 性 不 好 ， 则 应 检查 可 能 的 非 线性 因素 并 加 以 矫正 ， 例 如 紧 固 松动 的 螺钉 等 。 

© ”如 果实 验 时 间 较 长 ， 如 需要 几 天 时 间 ， 则 每 次 重新 测量 时 ， 先 应 检查 测量 
结果 的 再 现 性 。 这 可 以 通过 监测 某 些 点 的 响应 来 实现 。 

D 在 完成 所 有 的 测量 之 后 ， 不 要 急于 撤 收 实验 设备 ， 而 应 先 对 测量 结果 做 初 
步 分 析 。 例 如 进行 粗略 的 曲线 拟 合 可 以 帮助 判断 测量 结果 是 否 可 靠 ， 至 少 应 该 可 以 




































































得 到 较 清 晰 的 刚体 模 态 ;如 果 结 果 不 理想 ， 可 能 需要 重新 或 追加 测量 。 
表 4.3 实验 结果 与 解析 结果 的 对 比 

实验 模 态 频率 /Hz 解析 模 态 频率 /Hz 频率 误差 (96) XOR 
1 20.5 2 22.2 8.6 0.91 
2 20.9 1 21.0 0.5 - 0. 90 
3 25.9 4 27.0 4.3 -0.95 
4 27.2 3 26.6 -2.0 0. 93 
5 32.6 5 34.1 4.7 -0. 98 
6 40.2 6 40.8 1.6 0. 82 
7 42.9 7 43.1 0.5 -0. 83 
8 43.3 9 58.6 35.3 -0. 75 
9 46.1 14 74.4 61.3 0. 62 
10 52.7 8 55.6 5.4 0. 63 
11 54. 8 12 65.0 18.7 0. 70 
12 57.0 11 62.6 9.8 0.77 
13 59.4 10 59.7 0.6 0. 56 
14 68.5 13 69.3 1.1 0. 89 
15 73.4 16 83.5 13.8 0. 64 
16 77.3 18 89. 1 15.2 0. 63 
17 81.2 18 89.1 9.8 -0.57 
18 81.5 16 83.5 2.4 0. 56 
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在 完成 实验 模 态 分 析 之 后 ， 可 以 按照 4.5. 2 节 介 绍 的 评价 指标 来 检验 实验 结 
与 解析 结果 之 间 的 相关 性 。 表 4. 3 所 示 为 二 者 之 间 的 模 态 频率 和 交叉 正 交 性 对 角 项 
的 值 。 图 4. 19 是 直接 正 交 性 的 计算 结果 ， 图 4. 20 是 交叉 正 交 性 的 计算 结果 。 可 以 
看 出 ， 低 于 43Hz， 解 析 结 果 与 实验 结果 有 良好 的 相关 性 ; 但 对 于 高 频 ， 精 度 明 显 
不 足 。 这 里 ， 刚 体 模 态 没有 列 出 ， 而 只 对 比 弹性 模 态 。 此 外 ， 对 解析 结果 的 模 态 次 
序 做 了 若干 调整 ， 以 使 对 角 项 元 素 为 最 大 。 




















4.19 直接 正 交 性 的 计算 结果 ([OR] = [ $5] [Mau | [ Dirsr | ) 








图 4.20 ”交叉 正 交 性 的 计算 结果 ( [XOR] 2 [tss ][ Mian ][ Brian ]) 

从 上 面 的 对 比 结果 可 以 看 出 ， 现 有 的 有 限 元 模型 的 精度 达 不 到 要 求 ， 需 要 对 
模型 进行 改进 。 经 过 各 种 艰苦 的 努力 ， 最 终 得 到 的 改良 模型 的 结果 如 表 4.4 所 示 。 
图 4.21 是 改良 后 的 直接 正 交 性 的 计算 结果 ， 图 4. 22 是 改良 后 的 交叉 正 交 性 的 计算 
结果 。 可 以 看 出 ， 改 良 模型 的 精度 得 到 了 很 大 的 提高 。 尽 管 个 别 项 目 不 满 足 评价 要 
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E421 ”改良 后 的 直接 正 交 性 的 计算 结果 ( [OR] = [OT ][ Mwy][ Presl) 
表 4.4 实验 结果 与 改良 后 的 实验 -解析 模型 的 计算 结果 的 对 比 

实验 模 态 频率 /Hz 实验 -解析 模 态 频率 /Hz 频率 误差 (% ) XOR 
1 20.5 1 20.4 -0.5 0. 94 
2 20.9 2 20.9 0.0 0. 98 
3 25.9 3 25.1 -3.0 —0.90 
4 27.2 4 26.2 -3.6 0. 89 
5 32.6 5 32.6 0.0 0. 99 
6 40.2 6 39.8 -0.8 0. 92 
7 42.9 7 45.0 4.9 0. 91 
8 43.3 8 45.9 5.8 0.91 
9 46.1 9 48. 7 5.7 0. 80 
10 52.1 10 51.5 -2.3 0. 88 
11 54.8 11 52.1 -4.8 0. 93 
12 57.0 12 57.8 1.4 0. 91 
13 59.4 13 60.0 0.9 一 0. 94 
14 68. 5 14 65.7 -4.2 0. 96 
15 73.4 15 30.3 -4.2 0. 95 
16 71.3 16 73.5 -5.0 0. 85 
17 81.2 17 TL -4.5 0. 77 
18 81.5 18 80. 3 -1.5 0. 90 























求 ， 综 合 考 虑 各 种 复杂 因素 ， 可 以 认为 这 个 有 限 元 模型 达到 了 项 目的 要 求 。 

最 后 作为 参考 ， 介 绍 评价 模 态 形 状 相 关 性 的 图 示 法 。 把 模 态 向 量 按 最 大 值 正规 
化 ， 可 以 把 解析 模 态 形 状 与 实验 模 态 形状 绘制 在 同一 张 图 里 ， 从 而 直接 进行 逐 点 比 
较 。 图 4.23 是 第 15 阶 模 态 形状 相关 性 的 图 示 比 较 。 其 中 ， 横 坐标 是 所 有 测量 点 ， 
纵 坐 标 是 模 态 变形 ，3 个 方向 上 的 变形 分 量 分 别 表示 。 从 这 个 图 里 ， 可 以 方便 地 发 





现 解析 结果 和 实验 结果 差异 较 大 的 位 置 ， 从 而 为 模型 改进 方案 提 俩 





t 有 用 情报 。 
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前 面 几 章 主要 对 机 械 振动 的 原理 、 控 制 及 分 析 方 法 做 了 阐述 。 为 了 更 好 地 运用 
CAE 技术 ,不光 要 掌握 动力 学 原理 ， 还 应 该 对 其 背后 的 数值 计算 方法 加 以 了 解 。 
本 章 将 重要 的 或 在 商用 CAE 软件 中 常用 的 一 些 计算 方法 进行 分 类 与 归纳 ， 从 而 使 
读者 对 机 械 动力 学 背后 的 数值 计算 方法 有 个 概要 的 认识 。 基 于 这 个 目的 ， 本 章 着 重 
于 对 概念 与 思路 的 介绍 ， 而 没有 过 度 追 求 细 节 和 完整 性 ， 并 且 尽 可 能 地 通过 一 些 简 
单 的 例子 加 以 说 明 。 


5.1. 线性 代数 方程 组 的 解法 
在 用 有 限 元 方法 计算 线性 系统 的 动力 响应 问题 时 ， 实 际 是 求解 一 个 用 和 矩阵 形式 


表示 的 线性 代数 方程 组 的 问题 。 例 如 在 第 3 章 中 介绍 的 求解 稳 态 频率 响应 的 问题 就 
是 求解 下 列 方程 组 




















[D(o)]|x(v)] = 1P(o)1 
其 中 ，[D(o)] = - e? [M] *je[ C] + [K]。 对 于 静态 问题 ， 则 变 为 更 简单 的 形 
[K] ix} = FI 
虽然 上 述 方程 组 的 解 可 以 表示 为 |x(w)| 2 [D(Qo) ] -:1F(o)|， 但 实际 上 并 不 是 直 
接 求解 逆 箱 阵 ， 因 为 矩阵 的 逆 运 算 很 费时 ， 应 尽力 避免 。 下面 ， 我 们 来 介绍 求解 这 
类 线性 方程 组 的 方法 。 


5.1.1. 线性 代数 方程 的 直接 解法 


l. 高 斯 消去 法 
线性 代数 方程 组 的 基本 解法 就 是 高 斯 消去 法 。 下 面 以 一 个 简单 的 三 元 一 次 方程 
组 为 例 加 以 说 明 。 



































2x, -X,-x,--1 (5. 1a) 
-3x,-x,-2x, 2] (5. 1b) 
-2x, -x,-2x,-2-2 (5. 1c) 
首先 ， 由 式 (5. 1a) 可 得 
x = (=x, +x -1)/2 (5. 1d) 


代入 式 (5. 1b) 和 式 (5. 16) ， 可 得 到 消去 *, 的 2 元 1 次 方程 
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[^ +x, =-1 (5. le) 
2x, +x, =-3 (5. 1f) 
再 由 式 (5. 1e) f 

Wy == 1 = w, (5. 1g) 
代入 式 (5. 1f) ， 即 可 求 得 x =1。 然 后 依次 代 回 到 式 (5. le) 和 式 (5. 14) ， 即 可 求 得 


Wo = x, -1, 

可 见 ， 对 于 一 个 nn 元 1 次 方程 组 来 说 ， 高 斯 消去 法 分 为 两 部 ， 第 一 部 是 逐次 消 
元 的 过 程 ， 即 由 第 一 个 方程 得 到 由 x,，x3，…，%, 表示 的 wx ， 再 代 到 其 余 方 程 中 
去 ,得 到 一 个 新 的 消去 了 xi 的 (n -1) 元 1 次 方程 组 。 依 次 类 推 ， 最 后 得 到 只 剩 下 
x, 的 1 元 1 次 方程 ,并 由 此 方程 求 得 %,。 第 二 部 则 是 把 x, 的 值 回 代 ， 逐次 求 得 
X215 X225 Ut, Xi 的 值 。 

上 述 3 元 1 次 方程 组 的 例子 可 以 用 和 矩阵 的 形式 来 表达 

[A]ix} = ib] 
-3 -1 2 


=] X, 

IDEM 
-2 1 2 2 " 
消 元 的 过 程 相当 于 对 [4] 、!4 做 初等 变换 。 给 第 1 行 乘 以 3/2， 再 加 到 第 2 行 ， 同 
时 把 第 1 行 加 到 第 3 行 ， 得 














2 1 -l 
x, [A] = 











2. 1 -1 -1 

1 1 1 

A' = — == b! = = 
[A'] uE y; v" 3 
0 2 1 -3 


这 样 的 变换 相当 于 从 式 (5. 1b) 和 (5. 1c) 中 消去 x,。 在 此 变换 中 ， 作 为 除数 的 a,, = 
2 称 为 主 元 ( Pivot) 。 接 下 来 ,进一步 做 变换 。 此 时 ， 主 元 成 为 a;, -1/2, 15 ETUR 
阵 的 第 2 行 乘 以 -2/(1/2) = -4， 然 后 加 到 第 3 行 ， 得 


2. ] -1 -1 
1 1 1 
A" 三 EM b" = — 
[A"] uE z V" 3 
0 0 24 -1 
于 是 ， 新 的 方程 为 
2 o3 dus -1 
1 1 "m 
"e upper 
0 0 - 33 =] 





HIERAAN EZARREN, AMRA RÍ x =1, x= -2, x, =1。 
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可 见 ， 从 和 矩阵 运算 的 角度 来 看 ， 高 斯 消去 法 的 消 元 过 程 实际 上 是 把 系数 矩阵 变 
换 成 上 三 角 和 矩阵 的 过 程 。 容 易 看 到 ， 在 此 变换 过 程 中 ， 如 果 某 个 主 元 为 0 或 接近 于 
0， 则 这 个 方法 无 法 进行 下 去 。 这 时 ， 可 以 对 行 或 列 进行 交换 ， 把 不 为 0 的 最 大 数 
换 到 主 元 位 置 上 去 ， 即 所 谓 的 选 主 元 。 

2. 向 前 -向 后 代入 法 (Forward-Backward Substitution) 

在 有 限 元 方法 中 ， 高 斯 消去 法 用 来 进行 矩阵 分 解 (Matrix Decomposition ) 。 在 完 
成 矩阵 分 解 后 ， 可 以 很 方便 地 通过 向 前 -向 后 代入 法 来 求 得 方程 组 的 解 。 

(1)LU 分 解 

在 线性 代数 中 ， 给 定 一 个 方 阵 [4] ， 则 可 以 将 其 分 解 为 一 个 下 三 角 和 矩阵 [二 ] 和 
SEZA 的 乘积 























[A] = [L][U] 
这 个 理论 称 为 矩阵 的 LU 分 解 。 以 一 个 3 x3 EREDA, LU 分 解 可 以 表示 为 
ai ap dg l; 0 Oj][u, ug ug 
Q4 05 O04|7|h Lb, 0 Ó up Ws 
Q4 Q3 Qa Ly Uu Ls 0 0 ws 




















LU 分 解 的 另外 一 种 形式 为 LDU Sff KE, [D] NIAE, [L], [U] KX f 
项 为 1。 例 如 



































dj ap dg 1 0 Oj[d, 0 Uy qs 
Q4 a d4|-|l 1 0 0 dp 0 0 1 e 
Qa ay da bs 5 1 0 d4Jl0 0 1 
(2) Cholesky 4] fif 
HAERE A ]ADSHPRIEXE RB IEE CENE, DUI RT KHE 
[A] = [E] [£] (5.2) 


LL]2g—^- FEAE, [L]  J[L] 89269856 E E ONE SCBOBEIE, BIS Pe BLAB IE 
[7 ) 。 或 者 可 以 写成 另 一 种 形式 

[A] = [L][D][L]* (5.3) 
这 里 ，[D] 为 对 角 和 矩阵 ，[ 工 为 对 角 项 为 1 的 下 三 角 和 矩阵 。 

可 见 ，Cholesky 分 解 是 LU 分 解 的 特殊 形式 。 在 可 能 的 情况 下 ， 应 进行 Chol- 
esky 分 解 ， 因 为 其 计算 效率 是 LU 分 解 的 2 倍 。 所 幸 的 是 ， 在 大 多 数 情况 下 ， 线 性 
系统 的 动力 学 方程 的 系数 矩阵 为 对 称 正定 和 矩阵， 满足 Cholesky 分 解 的 条 件 。 

(3) 向 前 -向 后 代入 运算 

在 完成 矩阵 分 解 之 后 ， 即 可 通过 向 前 -向 后 代入 运算 来 求 得 线性 代数 方程 组 的 




















O 正定 矩阵 是 指 对 于 任意 的 非 0 ja, WE [4] 0x1 >0 的 和 矩阵。 特征 值 大 于 0 的 和 矩阵 均 为 正 
EIERE, WMR} [A] x} 0， 则 称 [ 4] 为 半 正 定 矩 阵 。 
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解 。 下 面 以 LU 分 解 为 例 ， 来 对 该 方法 进行 说 明 。 对 于 下 列 方程 组 
[A]ix] = {b} 

HIA] =[L][U]IRA, 得 
[L][U] {x} = {b} 

引入 中 间 变 量 |y} ， 上 式 可 以 变 为 两 个 方程 组 
[L]ly] = ib] 








(5.4) 
[U]ix] = iy] 
例如 以 3 元 1 次 方程 为 例 ， 方 程 组 (5.4) 可 以 写成 
la 0 0 Ji 1 
la Ll, 0 a ^ (5.5a) 
lh; dy da Y3 b, 
Ug U2 Ug X, ^» 
0 u$ Uy =- y (5. 5b) 
0 0 us X3 Y3 

















从 方程 组 (5. 5a) 很 容易 由 向 前 代入 依次 求 得 y,、y,、y;， 然 后 再 由 方程 组 (5. 5b) 
通过 向 后 代入 求 得 最 终 解 +; 、x,、x,。 这 个 方法 简称 为 FBS 法 。 一 旦 完成 了 矩阵 分 
解 ， 则 对 于 不 同 的 15| ， 很 容易 求 出 新 的 解 ， 而 不 需 像 高 斯 消去 法 那样 重新 进行 运 
算 。 

3. 解 的 稳定 性 问题 

有 时 ， 线 性 方程 组 的 系数 矩阵 上 可 能 存在 极其 大 或 极其 小 的 元 素 。 对 于 这 样 的 
不 太 规整 的 矩阵 ， 其 解 的 精度 和 稳定 性 都 不 好 。 所 谓 稳定 性 不 好 ， 是 指 [4] 或 者 
ib 的 微小 变化 可 能 会 引起 解 的 巨大 变化 。 显 然 ， 这 样 的 解 没 有 实际 意义 。 我 们 称 
这 样 的 矩阵 为 病态 矩阵 。 一 个 矩阵 是 否 为 病态 矩阵， 可 由 其 条 件数 来 判别 。 条 件数 
被 定义 为 解 的 相对 变化 量 与 系数 相对 变化 量 的 最 大 比值 。 

假设 15} 有 一 小 变化 | 85565} ， 则 相应 的 解 的 变化 为 | 5x| = [4 ]1 65] ; AWE 
向 量 “ 大 小 ”的 模 的 概念 ，|x | = (wi exeo) 0, QUSE SL, 条 件数 可 表 
达 为 









































l Sx ll/ll 456171A 5] 
| 85 |^ p b] | 85 | / p b] 


= max( | A786 | /80) - (b1 HA") 
进一步 引入 抵 阵 的 模 的 定义 ，1 4 | = max [| 。 这 里 ，|z| 为 任意 非 零 向 量 。 则 
上 式 可 以 写成 


K(A) =max 











K(A) = lA" Il -141 
对 于 对 称 正定 矩阵 ， 其 条 件数 等 于 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 之 比 ， 即 
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K(A) = Maa À min 
当 条 件数 很 大 时 ， 则 为 病态 矩阵 。 
判断 矩阵 是 否 病态 的 另 一 个 方法 是 计算 比值 >= max(aj/d;)。 这 里 ,分 子 为 原 
始 矩阵 的 对 角 元 素 ， 分 母 为 通过 Cholesky 分 解 得 到 的 对 角 和 矩阵 的 相应 位 置 上 的 元 
素 。 这 个 比值 越 大 ， 和 矩阵 越 接近 于 病态 。 
5. 1.2 线性 代数 方程 的 迭代 解法 
以 上 介绍 的 以 高 斯 消去 法 为 基础 的 直接 解法 是 最 常用 的 方法 。 对 于 一 个 nxn 
矩阵， 高 斯 消去 法 的 运算 量 大 约 为 2 关 73。 对 于 节点 数 很 大 的 有 限 元 模型 ( 现在 ， 
上 百 万 节点 的 汽车 车 身 模型 已 很 平常 ) ， 高 斯 消去 法 的 计算 量 将 很 可 观 ， 有 些 情 况 
下 ， 即 使 用 最 强大 的 计算 机 也 可 能 满足 不 了 对 计算 时 间 的 要 求 。 在 这 种 情况 下 ， 适 
代 算 法 为 解 大 规模 线性 代数 方程 组 提供 了 另 一 种 选择 (在 计算 流体 力学 领域 ， 主 要 
是 运用 迭代 法 求解 ) 。 
1. 迭代 解法 的 概念 
首先 ， 以 下 列 三 元 一 次 方程 组 为 例 ， 来 对 迭代 解法 的 概念 加 以 说 明 。 
E +% —%x3 =-4 


















































xi = 4x +2 2 -3 (5.6) 
=% xu xs md 
该 方程 组 的 真 解 为 x, 2 -1, x, 21, x =1。 把 方程 组 (5. 6) 变形 为 
l = (-4-x, +x,)/4 





x, = (3 +x, +2x,)/4 (5.7) 
x, = (7 €x, — x,)/5 
迭代 解法 就 是 根据 方程 组 (5.7) 构 建 下 列 递 推进 算 关 系 人 (=0，1，2，3，…) 
" -(-4-x? e x(?)/4 








Qm = (3 + 和 人 十 2x9 )/4 (5.8) 
xU = (74 xU Lu Ps 
例如 取 初 始 估 计 值 为 xf") 20, xi? 20, x =0， 则 经 过 10 次 迭代 即 可 逼近 真实 解 
( 见 表 5.1)。 
在 以 上 所 示 的 方法 中 ,方程 组 (5. 8 ) 等 号 右边 并 没有 及 时 地 引入 最 新 的 计算 结 
果 。 例 如 第 1 个 方程 已 经 计算 出 了 xf ， 而 在 第 2 、3 个 方程 中 仍然 使 用 前 面 一 步 
的 值 x*”。 如 果 把 最 新 的 计算 结果 也 引入 到 迭代 运算 中 ， 则 可 以 得 到 下 列 关 系 
go =(-4- uj" t y" )/4 
arn = (3 + yp 十 2x? )/4 (5.9) 


a = (7 pap" zug )/5 
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Jus FERAI ROTER xU 20. xf -0, x c0, Hi S KER, BUupu yr foc 





( 见 表 5.2)， 即 计算 速度 提高 了 1 fü, "UL, 方程 组 (5.9) 是 对 方程 组 (5.8) 的 一 





























个 改进 。 

表 5.1 根据 方程 组 ($.8) 所 进行 的 迭代 运算 
i X, X, X3 i x X5 X3 
1 -1 0. 75 1.4 7 — 0. 9991 1.0022 1. 0009 
2 一 0. 8375 1.2 1.05 8 一 1. 0003 1. 0007 0. 9997 
3 - 1.0375 1. 0656 0. 9925 9 - 1. 0002 0. 9998 0. 9998 
4 — 1. 0183 0. 9869 0. 9794 10 -1 0. 9998 1 
5 一 1. 0019 0. 9851 0. 999 11 = 1 1 
6 — 0. 9965 0. 999 1. 0026 

表 5.2 根据 方程 组 (5.9) 所 进行 的 迭代 运算 
i x, X, X3 i Xi X5 X3 
1 -1 0.5 1.1 4 —1.0014 0. 9976 1. 0002 
2 -0.85 1. 0875 1.0125 5 一 0. 9994 1. 0003 1. 0001 
3 - 1.018 1. 0016 0. 9959 6 -1 1 1 






































对 于 这 个 简单 的 例子 ， 应 用 和 迭代 算法 并 不 见得 比 直 接 解 法 (高 斯 消去 法 、FBS 
法 ) 求 解 速度 快 。 当 系统 规模 越 来 越 大 时 ， 和 迭代 算法 的 优点 就 会 显露 出 来 。 特 别 是 





当 系数 矩阵 中 含有 大 量 0 元 素 ( 稀 玻 和 矩阵) 时， 迭代 算法 的 占用 内 存 少 ， 


快 的 优点 会 很 突出 。 
2. Jacobi 法 和 Gauss-Seidel 法 
上 面 所 介绍 的 迭代 运算 过 程 实际 上 代表 了 两 种 重要 的 古典 迭代 方法 。 方 程 组 
($.8) 所 代表 的 方法 称 为 Jacobi 法 ， 方 程 组 ($.9) 所 代表 的 方法 称 为 Gauss-Seidel 


法 。 














计算 速度 


把 方程 组 的 系数 矩阵 [ 4] 分 为 对 角 项 [D] 、 对 角 线 以 下 的 项 [7] 以 及 对 角 线 以 


上 的 项 [中 之 和 (注意 : 


具体 到 上 面 的 例子 ， 有 


4 
| i 
-1 


1 -1 


-4 2 


1 5 


则 Jacobi 法 可 以 表示 为 
[D]ix? ] = {b} - CELL] + CU (x? | 
Gauss-Seidel 法 可 以 表示 为 


这 不 同 于 前 节 介 绍 的 LU 分 解 ) 





[A] = ID] +[L] « [U] 


4 0 0 0 0 
0 -4 0|*|1 0 
0 0 5 -1 1 


0 
0 
0 


0 1 -1 
0 0 0 


:202- 机 械 振动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 





[DJ 和 上 = 一 [和 上 [四 和 | 

应 该 指出 的 是 ， 对 于 所 有 的 线性 代数 方程 ， 上 述 迭 代 算 法 并 不 能 保证 都 收敛 。 
例如 对 于 式 (5. 1a) 、 式 (5. 1b) 和 式 (5. lc) 所 示 的 方程 ， 不 管 是 用 Jacobi 迭代 法 还 
是 用 Gauss-Seidel 迭代 法 ， 都 将 发 散 。 和 迭代 算法 收敛 的 充分 条 件 是 系数 矩阵 [4] 的 
对 角 项 的 绝对 值 大 于 所 在 行 上 其 余 项 的 绝对 值 之 和 , 即 1 al> > lalo BÆ, 
这 个 充分 条 件 并 不 是 十 分 严密 ， 可 能 会 有 Jacobi 法 收敛 而 Gauss-Seidel 法 不 收敛 的 
情况 。 有 时 ， 即 使 不 满足 这 个 条 件 ， 但 对 角 项 的 绝对 值 为 最 大 ， 也 可 能 收敛 。 对 于 
收敛 条 件 的 详细 表述 ， 这 里 就 不 做 介绍 。 

3. 最 速 下 降 法 (Steepest Descent Method) 

适用 范围 更 宽 的 迭代 算法 是 基于 最 小 值 探索 的 方法 ， 即 由 线性 方程 构建 一 个 2 
次 型 函数 ， 通 过 探索 其 最 小 值 而 求 得 方程 的 解 。 

对 于 方程 [4] {x} = i], 定义 下 列 2 次 型 函数 


Ka) = Fx} TA] ia] = toh ia] (5.10) 
f(x) ARIA, TRER, REER 2 次 型 函数 的 梯度 为 

















F a) = 1% (5.11) 








这 是 一 个 向 量 ， 其 方向 取 为 fx) 的 最 大 增加 方向 。 将 式 (5.10) 代 入 式 (5.11) 进 行 
整理 ， 可 得 


GE = SEAT I] + EAT - 16 


当 [4] 为 对 称 和 矩阵 时 ， 上 式 成 为 

{f'(x)} = [Alix] - {b} 
如 果 令 梯度 为 0， 则 得 [4] Ix] = 456}。 yew 
可 见 , 2 次 型 函数 了 (x) 的 极点 (梯度 为 0 
的 点 ) 就 是 线性 方程 组 的 解 。 因 此 ， 求 
解 方 程 [A] (x) = 165| 的 问题 就 演变 成 了 
探索 2 次 型 函数 fx) 的 极点 的 问题 。 对 
于 线性 动力 学 系统 ， 和 矩阵 [4 |] 为 正定 矩 ^ 
阵 ， 可 以 证 明 与 其 对 应 的 2 次 型 函数 。 图 5.1 2 次 型 函数 /(x) 的 形状 的 示意 图 
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fO) PUEROS WE”, ROBES T UIS CS DLE 5.1)， 因 此 ， 从 给 定 初始 位 置 出 
发 ， 下 降 到 碗 底 的 过 程 就 是 方程 求解 的 过 程 。 

最 直接 了 当 的 方法 就 是 从 最 陡 的 方向 下 降 ， 这 就 是 所 谓 的 最 速 下 降 法 (Steepest 
Descent Method) ， 或 称 梯 度 下 降 法 (Gradient Descent Method) 。 最 陡 的 方向 即 是 
1A "(x) | 的 反方 向 ，- [P (1 =b} - [Allxl s 

BERMA O | 出发， 经 过 若干 步 {x |, dx? p, e, a0) FER, 
逼近 方程 的 解 1x*| EREN gO) = 1x? 1 -|x|, 残 差 为 |r”| = 15] -[4] 
1x 中 |。 可 见 ， 残 差 的 方向 就 是 最 陡 下 降 方 向 ， 即 |r ”| = -1f'(x)|。 因 而 ,我 们 
可 以 在 此 方向 上 定义 以 下 弟 推 关系 

ix?) = ix] + a? 1rO I (5. 12) 

现在 的 问题 是 如 何 确定 式 (5. 12) 中 的 系数 wo 。 我 们 的 目标 是 探索 2 CU GG 

f(x) 的 最 小 值 ， 因 此 ，a™ 应 该 使 得 在 式 (5. 12) 所 示 的 探索 方向 上 f(x) 为 最 小 。 这 
种 在 一 个 方向 上 探索 /(%) 极 值 的 方法 称 为 线 搜索 (Line Search) 。 应 用 微分 法 则 


Again) m ga) daten | = F aP ) 上 二 | UE pU LT OP | 


上 式 为 0 时 ,Kx) 为 最 小 。 可 见 ， 应 该 选择 o0 ri [07 | 与 1r”| 正 交 ， 即 
[ri Tfr} = 0 











由 于 
ny SW LA A a 
= (r9) ~- ad pA] fr | 
代入 上 式 后 整理 ， 可 得 


G) 1 {fr} 





GL ir 
[r9 TA] 560] 
将 以 上 结果 整理 ， 用 最 速 下 降 法 进行 兴 代 运算 的 过 程 可 以 表示 为 

ir?) = {b} - [A] Hx] (5. 13a) 

o irte 

To 7 OPTAT] 

[a7] > ix } t a? (£O | (5. 13e) 

该 方法 的 特点 就 是 每 次 探索 的 方向 总 是 沿 着 残 差 的 方向 ， 而 且 当 前 的 探索 方向 总 与 
上 一 个 探索 方向 直 交 (但 应 注意 : 并 没有 说 当前 的 探索 方向 与 以 前 的 所 有 探索 方向 
正 交 ) 。 事 实 上 ， 最 速 下 降 法 往往 会 “ 重 蹈 覆 属 ” ， 在 同一 个 方向 上 探索 多 次 。 这 些 
特点 可 以 从 图 5. 2 的 实例 中 看 出 。 该 图 是 对 一 个 二 元 一 次 方程 组 应 用 最 速 下 降 法 的 


例子 。 
b elsi" Ca 





(5. 13b) 
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从 初始 值 (x = -2, x, = -2) 开 始 ， 经 
过 6 步 探索 过 程 ， 通 近 真 值 (wx =2, x 
= -2) 。 

4. dtp b EIE (Conjugate Gradient 
Method) 

在 商业 有 限 元 软件 中 ， 共 轿 梯 度 法 
是 常 被 采用 的 迭代 方法 。 这 里 的 共 斩 并 
不 是 复数 共 斩 的 概念 ， 而 是 指 两 个 长 度 
H n WERNE {uj [v] RAUF 
系 














lul" [A]iv] =0 
UK Iul. [o] EDIT (n x n) 的 矩阵 
[4j 正 交 。 可 以 证 明 ， 如 果 可 以 找到 
^ AES (dO (i=0，1，…,，n 一 1)， 则 方程 [4] |x} = 4851 的 解 可 以 表 
示 为 这 n 个 互 为 共 绒 的 向 量 的 线性 组 合 : 
ix] 2 a0 {dd +a ld} + tad jde} 
写成 迭代 运算 的 形式 ， 就 是 
is^ | = Ix 9] a? [q) (5.14) 
可 见 ， 在 不 考虑 数值 舍 入 误差 的 理想 情况 下 ， 只 需要 进行 n UGRIGSTE, BURITSSU 
方程 的 解 。 这 就 是 共 轿 梯 度 法 的 基本 原理 。 
何如 对 一 个 二 元 一 次 方程 组 ， 只 需 两 步 迭 代 即 可 得 到 结果 ;而 最 速 下 降 法 则 需 
要 两 次 以 上 的 迭代 运算 (在 同一 个 方向 上 可 能 进行 多 次 ， 参 见 图 5.2) 。 也 就 是 说 ， 
共 力 梯度 法 的 收敛 性 要 比 最 速 下 降 法 的 好 ， 这 正 是 该 方法 为 商业 有 限 元 软件 所 青睐 
的 原因 。 事 实 上 ， 对 于 大 规模 系统 ， 并 不 需要 找到 所 有 个 互 为 共 斩 的 向 量 ， 也 可 
VA yc 75 Fe R9 ff o 
BUGORRVIUUUAERR T I | dO | 的 特点 。 与 最 速 下 降 法 一 样 ，a ”应 该 使 得 在 
XX. 14) 所 示 的 探索 线路 上 的 2 KERAS) 为 最 小 。 应 用 微分 法 则 





图 5.2 最 速 下 降 法 的 例子 























Aga) = FA) due] = aD HAO) = ra 
上 式 为 0 时 ,f(x) 为 最 小 。 可 见 ， 应 该 选择 a 使 得 1" | gla? EE, B 
p^r =0 (5.15) 
BrT 6] = {b} - [A] a9? | 2 15] - [A] lu eg? E = [A] Lg], R 
(5. 15) 可 进一步 写成 
ig LA] (| =0 (5. 16) 


BIS G +1) PAREN In] 358 i PRRI., Ih, HACS. 14) 可 得 
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误差 的 递 推 关系 为 
ig 6? - T xy gU | 
代入 式 (5. 16) 整 理 可 得 (利用 关系 | | = [A] lg) 
a? = _ {a ?1°[4 Jig} _ pem 
(d?]"[4A][d'?] — (a?]"[A](q??] 
A E AE ED a a a E, 
初始 探索 方向 可 取 为 残 差 方 向 ，|d "| = {r} 2 [b] - [A] Ix ARE T 


降 法 相同 。 但 从 第 2 步 开始 (i >0) , JEU ES EET TR RR ZI H | dU? | 对 最 速 下 降 法 
的 探索 方向 fr**? | 做 以 下 修改 

[4 "| = [rp uem umm (5.17) 
即 从 第 2 步 开 始 (i >0) ， 共 恩 梯 度 法 的 探索 方向 1d 7 偏离 了 残 差 方向 。 这 是 与 
最 速 下 降 法 不 同 的 地 方 。 通 过 选择 式 (5. 17) 中 的 系数 gU? ， 来 保证 1d | ig 
PEIUS d 

给 方程 式 (5. 17) 两 边 同 乘 1d ”上 [4] ， 得 
{d [A] {a} = dP AND rp ad TA] a) 

HTH EME dO [A] [4079 | zo, BEP 应 该 取 为 

BED =- 加 | 
(d? TTA] {a} 
方程 式 (5. 18 ) 含 SU us 可 以 通过 下 式 算 出 : 
nE 





(5.18) 





alla oy 

—— Po € — E 
KE, (d ERES (id? | [a], «e, [aU] EARR E EE 
梯度 法 最 大 的 优点 。 详 细 的 证 明 在 这 里 就 不 做 说 明 。 

归纳 起 来 ， 用 共 轿 梯度 法 进行 迭代 运算 的 过 程 可 以 表示 为 








(a? | 2 (rp | (5. 192) 
gx E p I] 
© OTa a] (5. 19b) 
p? = [r0] ea" [A] {d ] (5. 19c) 
d a Id | [Al | 
e TAJLA] NUN 
(d? | = (ri? |]  g? (a7 | (5. 19e) 
lg pud pamm) (5. 19f) 


^ B Te Br zs (E F 1 FH EC ARURR ES ET T3 PG TF (I.E 5.3) ,, Ati C, = 
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图 $.3 3t FR RETEBIAIHT- 
-2, x = -2) 开 始 ， 经 过 两 步 探 索 过 程 ， 即 可 到 达 真 值 (x, =2, x = -2) 。 


5.2 非 线 性 代数 方程 组 的 解法 


上 市 中 讨论 了 线性 代数 方程 组 [4] |x| = 1 的 解法 。 所 谓 线性 ， 是 指 系数 矩 
PELA 保持 不 变 ， 输 出 响应 1x 与 输入 1 之 间 呈 现 比 例 变 化 的 关系 。 这 种 系统 满 
足 线性 三 加 的 原理 ， 即 系统 在 众多 载荷 作用 下 的 响应 等 于 单个 载 倚 作用 下 的 响应 之 
和 。 显 然 ， 如 果 系数 矩阵 [4] 随 着 输入 1 4 而 变化 ， 则 输出 啊 应 1x | 与 输入 165| 之 间 
呈现 非 线性 的 关系 ， 这 时 将 无 法 直接 求解 该 方程 。 本 闻 将 讨论 这 种 非 线性 方程 的 解 
法 。 

实际 中 ， 完 全 理想 的 线性 系统 是 不 存在 的 ， 任 何 系统 都 具有 或 强 或 弱 的 非 线 
性 。 尽 管 在 很 多 情况 下 ， 把 研究 对 象 当 作 线 性 系统 来 对 待 足以 满足 设计 要 求 ， 但 在 
某 些 情况 下 ， 则 需要 考虑 非 线性 要 素 的 影响 。 

在 结构 力学 中 ， 引 起 非 线性 的 要 素 主要 有 以 下 三 个 方面 ( 见 图 5.4) : 

CD 材料 非 线性 。 材 料 非 线性 是 指 应 力 ( 负 载 ) 与 应 变 ( 变 形 ) 呈现 非 线性 的 变化 
关系 。 如 橡胶 等 超 弹性 材料 ， 在 弹性 范围 内 ， 其 应 力 与 应 变 之 间 也 呈现 很 强 的 非 线 
性 。 对 于 金属 材料 ， 当 负载 过 大 超过 其 弹性 范围 时 ， 则 表现 出 极 强 的 非 线性 。 

Q2) 几何 非 线性 。 在 结构 力学 中 ， 如 果 结 构 的 变形 或 位 移 响应 相对 于 其 尺度 非 
常 小 ， 往 往 可 以 用 线性 系统 理论 来 描述 ; 但 如 果 变 形 较 大 时 ， 则 应 考虑 由 此 带 来 的 
几何 非 线性 。 

© 边界 条 件 非 线性 。 如 果 在 负载 作用 下 ， 系 统 的 边界 条 件 发 生变 化 ， 如 两 个 
部 件 由 初期 的 非 接触 变 为 接触 ， 则 应 考虑 由 此 产生 的 非 线性 。 对 于 初期 处 于 接触 状 
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态 的 系统 来 说 ， 由 于 摩擦 的 作用 ， 该 系统 也 属于 非 线性 系统 。 


， OP " 


a) c) 


[5.4 非 线性 的 类 型 
a) 材料 非 线性 b) 几何 非 线性 c) 边 界 条 件 非 线性 


5.2.1 牛顿 迭代 法 


求解 非 线 性 系统 响应 的 典型 方法 是 牛顿 迭代 法 ， 或 称 Newton-Raphson 迭代 法 。 
这 里 ,我 们 以 一 个 单 自由 度 系统 为 例 ， 对 该 方法 的 原理 进行 介绍 。 
如 图 5.5 所 示 ， 一 个 圆锥 形状 的 弹 得 在 外 力 的 作用 下 发 生变 形 ， 弹 得 的 刚 
P E 
= k(x)x (5.20) 
k(x) 表 示 弹 得 刚性 随 着 变形 x Ng 现在 的 问题 是 在 给 定 载荷 的 情况 
下 ， 如 何 求解 变形 x。 在 此 ， 引 入 一 个 新 的 函数 f(x) 
y=F-k(x)x = f(x) (5.21) 
使 得 y 20 的 x 就 是 方程 式 (5. 20) 的 解 ， 即 在 载荷 下 作用 下 的 变形 ， 这 里 我 们 用 
来 表示 。 为 了 探索 这 个 解 ， 可 以 先 假定 一 个 初始 值 mw ， 对 应 于 曲线 上 (x,，yi ) 的 一 
点 。 该 点 的 切线 方程 为 














Yr = f(x) +f’ (x)(x x) 





其 中 ， FESD = 时 | 20 k(x) 为 曲线 在 (x,，y,) 反 的 斜率 ， 其 值 等 于 在 该 
变形 状态 下 的 弹 签 刚 性 。 令 上 式 等 于 0， 可 以 得 到 该 切线 与 * 轴 的 交点 为 
"ER fn) 
2.7 Fas) 


由 图 5.5 可 见 ，x, Ex, 更 加 接近 x 。 重 复 同 样 的 步骤， 可 得 进一步 逼近 真 解 的 xs 
为 








"-— _ f) 
d Uc 
依次 类 推 ， 可 得 以 下 迭代 公式 
aoe (5.22) 





PR 
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根据 这 个 公式 进行 迭代 运算 ， 即 可 得 到 无 限 允 近 真 值 的 解 。 这 便 是 牛顿 迭代 法 的 原 
理 。 














a) b) 





图 5.5 对 单 自 由 度 系统 应 用 牛顿 迭代 法 
a) 单 自由 度 系 统 b) 牛 顿 迭 代 法 
可 以 证 明 ， 当 初始 的 探索 值 离开 真 值 不 远 时 ， 牛 顿 迭代 法 具有 2 阶 收敛 性 ， 即 
如 果 第 i 步 的 误差 为 a， 则 第 i+1 步 的 误差 为 e?。 这 是 牛顿 迭代 法 的 重要 优点 。 但 
是 ， 在 以 上 和 迭代 运算 中 ， 每 增加 一 步 ， 都 要 重新 计算 一 次 曲线 的 导数 ， 也 就 是 说 对 
系统 的 刚性 要 进行 更 新 。 从 计算 效率 及 难度 的 角度 讲 ， 这 是 牛顿 欠 代 法 的 主要 和 缺 
点 。 此 外 ， 对 于 复杂 的 非 线 性 系统 ， 如 果 初 始 的 探索 值 离开 真 值 较 远 ， 则 牛顿 迭代 
法 可 能 探索 不 到 真 值 。 
作为 应 用 举例 ， 假 定 图 5.5 中 的 弹 得 刚性 与 变形 的 关系 为 k(x) 2100x7, H 
牛顿 迭代 法 求解 在 =500N 作用 下 的 弹簧 变形 。 
由 关系 式 (5. 20) 可 得 500 2100475, B5 =x*”。 为 了 求解 这 个 非 线性 方程 ， 构 
建 一 个 新 的 函数 f(x) 25 -x*), BA) = -2. 5x5, 
假定 一 个 初 估 值 x%。=1， 应 用 牛顿 迭代 法 ， 可 得 
Pol aga D a 















































dE E CORE IT 
x; Eu AAA -2.6 DT = 2.0371 
X, =a AL - 2.0871 Aen = 1.9101 
€ -A = 1.9101 4 0 - 1.9037 
— -Aa = 1.9037 A = 1.9037 


可 见 ， 经 过 4 PEREA, TIERAF x 21.9037, 
5.2.2 修改 牛顿 迭代 法 
虽然 牛顿 迭代 法 的 收敛 性 很 快 ， 但 对 于 复杂 的 动力 学 系统 来 说 ， 每 次 都 要 对 刚 


第 5 章 数值 计算 方法 概要 : 209 - 





性 矩阵 进行 更 新 是 一 个 繁重 的 工作 。 在 实际 运用 中 ， 为 了 减轻 计算 工作 量 ， 有 时 采 
用 间隔 否 干 步 再 对 刚性 和 矩阵 进行 更 新 的 方法 ， 称 为 修改 牛顿 迭代 法 ( Modified New- 
ton-Raphson Method ) 。 图 5. 6 是 该 方法 的 示意 图 。 虽 然 这 种 方法 可 以 减少 刚性 矩阵 
的 计算 次 数 ， 但 解 的 收敛 性 不 如 牛顿 迭代 法 的 快 。 如 果 只 用 初始 的 刚性 和 矩阵 而 不 进 
行 更 新 ， 则 解 的 收敛 性 为 1 次 型 ,其 至 可 能 不 收 剑 。 显 然 ， 该 方法 适合 于 非 线 性 不 
太 强 的 情况 。 

















x4 























图 5.6 修改 牛顿 迭代 法 图 5.7 拟 牛 顿 迭代 法 


5.2.3 ” 拟 牛 顿 迭代 法 


介 于 牛顿 迭代 法 与 修改 牛顿 迭代 法 之 间 ， 拟 牛顿 迭代 法 ( Quasi-Newton Method) 
不 直接 求解 函数 fx) 的 微分 ， 而 是 用 两 点 的 弦 来 近似 迭代 点 的 微分 。 所 以 ,这 是 
一 种 广义 的 弦 切 法 。 

如 图 5.7 Brzm, MARERA (x, y) G, y) WER O) REA (s, 
y ) 处 的 切线 (微分 ) 。 近 似 公 式 为 











f'(x,) = - — 
其 中 , fos) ER f' Gs) EDU, F3 RO RT ERE CREDAS S 
X4 = X _ f) 
f'l) 
依次 类 推 ， 可 得 以 下 迭代 公式 
+1 Sp = x; = (f (x)) fs) (5.23) 
f'x) 


这 里 ， 我 们 用 拟 和 牛顿 适 代 法 来 求解 前 面 的 例题 。 假 定 外 力 与 变形 无 头 ， 考 虑 第 
i 步 迭 代 的 情况 ， 新 的 迭代 步 长 可 由 下 式 近 似 得 到 

Ax = Xu 一 Xi = 一 Qa) ) y) =- Zy(x;) =- Z,(500 - 100277) 
Hop, Z,z1/f (x) 29 (x, y, ) 处 的 微分 的 倒数 的 近似 值 ， 即 刚性 的 倒数 的 近似 值 
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(对 于 多 自由 度 系统 ， 则 为 刚性 抢 阵 的 道 矩 阵 ) 。 于 是 可 得 下 一 个 迭代 点 的 值 为 
Xu = Axi;， tx 
此 外 ， 根 据 公式 (5.21 ) 可 得 
Ay, A mN = k(x) x; = EC Y ada = 100 (x7? - XLI 
进一步 可 以 得 到 下 一 个 迭代 点 的 刚性 的 倒数 的 近似 值 为 
Zi = Ax, / Ay; 
这 样 ， 利 用 以 上 关系 ， 就 可 以 构建 一 个 不 需要 严格 求解 微分 的 迭代 运算 关系 。 

设 初始 条 件 为 x 21.0, Z, =1.0， 和 迭代 运算 的 结果 如 表 5.3 所 示 。 经 过 10 次 
迭代 ， 即 可 达到 真 值 (x。 21.9037), PIL, TUAE BE UE BU e SE BE Eo AER S FC 
法 的 要 慢 ， 但 由 于 不 需要 进行 微分 计算 ， 每 次 的 迭代 运算 要 快 ， 总 的 计算 时 间 可 能 
会 缩短 。 对 于 实际 的 问题 ， 很 难 预先 判断 用 哪 种 方法 更 快 更 好 。 一 般 来 说 ， 对 于 非 
线性 较 强 的 系统 ， 最 好 采用 完全 的 牛顿 迭代 法 。 

表 5.3 拟 牛 顿 迁 代 法 的 运算 结果 















































i Xi Ax; Ay, Zi 

1 1. 0000e +00 0. 0000e +00 0. 0000e +00 1. 0000e +00 
2 4. 0100e +02 4. 0000e +02 3. 2200e +08 1. 2422e - 06 
3 1. 0005e +00 一 4. 0000e + 02 一 3.2200e +08 1. 2422e - 06 
4 1. 0010e +00 4. 9673e -04 1. 2432e -01 3. 9955e -03 
5 2. 5982e +00 1. 5972e +00 9. 8790e +02 1. 6168e -03 
6 1. 6473e +00 -9.5091e - 01 一 7.3986e +02 1. 2853e - 03 
7 1. 8423e +00 1. 9499e -01 1. 1239e +02 1. 7349e - 03 
8 1. 9105e +00 6. 8216e -02 4. 3836e +01 1. 5562e - 03 
9 1. 9035e +00 一 7.0279e — 03 一 4. 6269e +00 1. 5189e - 03 
10 1. 9037e +00 1. 6816e -04 1. 1041e -01 1. 5230e - 03 
11 1. 9037e +00 4. 5ATTe -07 2. 9861e -04 1. 5229e - 03 


5.2.4 ”牛顿 迭代 法 在 非 线 性 有 限 元 分 析 中 的 应 用 


前 面 以 一 个 单 自由 度 系 统 (一 元 方程 ) 为 例 ， 介 绍 了 牛顿 迭代 法 求解 非 线 性 方 
程 的 原理 。 这 里 ， 我 们 以 更 一 般 的 复杂 系统 为 对 象 ， 介 绍 牛 顿 授 代 法 在 结构 非 线 性 
有 限 元 分 析 中 的 应 用 。 

图 5. 8 所 示 为 结构 有 限 元 分 析 中 的 外 力 与 内 力 的 示意 图 。 结 构 时 刻 处 于 静 力 平 
衡 状态 的 条 件 是 外 力 P 与 内 力 Q 相互 平衡 ， 即 

P-Q-0 (5.24) 
上 式 是 求解 结构 在 外 力作 用 下 的 非 线性 变形 ( 啊 应 ) 的 出 发 点 。 由 于 不 能 直接 求解 
方程 式 (5. 24) ， 一 般 把 外 力 的 作用 由 0 逐渐 到 了 了 分 为 若干 步 作 用 到 结构 上 去 。 在 
这 个 过 程 中 ， 利 用 迭代 方法 求解 结构 的 变形 或 者 响应 。 对 于 静态 问题 来 说 ， 这 个 载 
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a) b) 


图 5.8 作用 在 结构 上 的 外 力 和 结构 内 部 的 内 力 
a) 外 界 载荷 b) 节点 内 力 
荷 随 时 间 变 化 的 历程 是 一 个 不 具有 实际 含义 的 假想 过 程 ; 而 对 于 动态 问题 来 说 ， 载 
倚 随 时 间 的 变化 则 具有 实际 的 物理 含义 。 下 面 以 静态 问题 的 求解 为 例 ， 来 说 明 牛 顿 
迭代 法 的 运用 。 
假定 外 力 不 随 结构 变形 而 变化 ， 并 且 在 时 刻 1 已 经 得 到 了 结构 的 变形 向 量 X", 
现在 的 任务 是 求 下 一 个 时 刻 (t+ At) 的 变形 Y**。 因 此 ， 构 建 一 个 函数 
KX)-P'"-g'x) (5.25) 
Jif&f(X) 20 的 根 即 是 所 要 的 结果 。 设 该 方程 的 根 为 全 "， 用 迭代 法 求解 该 方程 ， 
并 假定 迭代 进行 到 第 i 步 的 近似 结果 为 KY*“， 则 有 
Kx)-p'-ge (5.26) 
X' = X^" + AX, 
其 中 ，AX; 为 第 i 步 的 近似 结果 与 真 值 的 差 。 
应 用 泰勒 级 数 展开 ， 并 略 去 2 阶 以 上 高 阶 项 ， 可 得 


六 t+At ð 
fOc) 2» fem s [or], ax 
把 方程 式 (5. 25) 和 方程 式 (5.26) 代 入 上 式 


* aQ 
X =P t+At I9 AX. 
IX) o - D) x 





由 于 /LX" ) =0， 进 一 步 可 得 
K'NAX,- pos Oo iy 


uum, ke" [ES] 为 当前 的 刚性 矩阵 (也 称 为 Jacobian 矩阵 ) 。 于 是 可 以 得 到 以 
下 迭代 关系 

AX, 三 [K+] -1 prre -Q"^) 

Xi =X! eA, 
EXE3E BUE IG RECIEN Za] c 的 状态 ， 即 Xy X, Ky" LK. 


(5.28) 
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这 就 是 牛顿 迁 代 法 在 非 线 性 有 限 元 分 析 中 的 运用 。 

对 于 复杂 的 非 线性 系统 ， 构 建 每 个 迭代 点 的 刚性 矩阵 并 进行 分 解 是 一 个 很 繁重 
的 工作 ， 有 时 甚至 可 能 无 法 精确 地 得 到 刚性 和 矩阵， 特别 是 当 有 限 元 模型 的 规模 很 大 
时 更 是 如 此 。 所 以 在 实际 的 非 线 性 有 限 元 分 析 中 ， 经 常 结合 使 用 修改 牛顿 迭代 法 和 
拟 牛 顿 迭代 法 。 

对 于 规模 很 大 但 非 线性 不 强 的 系统 ， 刚 性 矩阵 的 变化 并 不 是 很 大 ， 利 用 修改 牛 
顿 迁 代 法 可 能 达到 提高 计算 效率 的 效果 。 

此 外 ， 为 了 避免 直接 求解 刚性 矩阵 (微分 ) 的 困难 ， 利 用 弦 切 法 来 近似 刚性 矩 
阵 的 拟 牛 顿 迭代 法 ， 在 某 些 情况 下 也 会 带 来 较 好 的 效果 。 拟 牛顿 迭代 法 可 以 表示 为 

AX, -[Rr"]" (p** -gr^) 
Xi -X/" +AX, 
Hop, [ROA] XR ERU EA, EL DAE SUD EG DUARTE 
Xr X" [RA] (or -OY) 
XFT BVPERE FE DSERI IU RSD, F3 ERU EER AE DAE D 3 M PE DL 38 27 E E BFGS 法 
( Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) 。 这 里 ， 对 其 数学 描述 不 做 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 
可 以 参阅 有 关 参 考 书 。 

最 后 ， 以 非 线 性 结构 分 析 软 件 Abaqus 为 例 ， 对 非 线性 问题 的 求解 过 程 做 一 下 
说 明 。 

我 们 已 经 说 过 ， 在 非 线 性 有 限 元 分 析 中 ， 通 常 把 外 力 的 作用 当 作 一 个 由 零 到 给 
定 值 逐 渐变 化 的 假想 的 时 间 过 程 ， 并 在 此 过 程 中 用 迭代 方法 计算 结构 的 变形 或 者 响 
Wi. [8 5.9 所 示 为 结构 在 外 力作 用 下 的 非 线性 变形 曲线 的 示意 图 。 这 个 曲线 上 的 点 
的 纵 坐 标 反映 了 变形 引起 的 结构 内 力 。 假 定 在 “时 刻 ”* 的 载荷 为 产 ， 结 构 的 变形 为 
天 ,我 们 来 考虑 在 一 个 小 的 时 间 增 分 Ac 上 把 载荷 增加 到 P"** 的 情况 (AP =P“ - 
P') 。 由 于 非 线性 的 原因 ， 显 然 无 法 直接 求 出 在 P'* 和 作用 下 的 变形 庆 * 和 *， 而 需要 在 
载荷 由 P' 变化 到 P"** 的 过 程 上 进行 若干 次 迭代 运算 才能 净 近 X". 

首先 ， 根据 AP( 它 代表 了 指定 载荷 PON SAE X 引起 的 节点 内 力 8' 的 差 ) 以 
及 已 经 得 到 的 时 刻 c 的 刚性 矩阵 K*“， 可 以 决定 一 个 变形 增 量 AX'*^ 

AX - E dl -1AP 





(5. 29) 




















于 是 得 到 一 个 新 的 变形 响应 
XY = 站 十 A 
然后 可 以 计算 出 这 个 变形 所 引起 的 节点 内 力 Qus EGRE E RUSSE P** 与 节点 内 力 
Q1'“， 得 到 力 的 残 差 为 
R, -Pp DU 
如 果 力 的 残 差 满足 | R, || «ec, AP, e 为 指定 的 小 值 ， 则 可 以 认为 外 力 与 内 力 
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图 5.9 结构 在 外 力作 用 下 的 非 线性 变形 曲线 的 示意 图 
达到 平衡 ，2 就 是 所 要 求 的 解 ; 如 果 R | > e;， 则 需要 进一步 计算 。 此 时 ， 
根据 更 新 的 刚性 矩阵 K'** 与 力 的 残 差 RI， 可 以 确定 出 下 一 步 迭 代 的 变形 增 量 为 
ANUS — LK S] "UR, 








于 是 得 到 一 个 新 的 变形 响应 
xps 2y +A“ 

再 次 计算 力 的 残 差 R, = PU" -00 ， 并 进行 收敛 性 判断 。 经 过 若干 次 这 样 的 迭代 
运算 ， 最 终 可 以 得 到 收敛 于 素 和 六 的 解 。 之 后 ， 可 以 进行 下 一 个 时 间 增 分 的 计算 。 

在 Abaqus 中 ， 收 敛 性 判断 的 内 定 值 取 为 e, =0.0050， 其 中 ，0 为 结构 内 力 的 
时 域 平 均值 。 如 果 迭 代 进 行 到 ; 步 ， 力 的 残 差 满 足 ‖ 届 ,| /0 <0.5% ， 则 认为 这 是 
一 个 收敛 的 解 。 但 是 ， 在 进行 下 一 步 增 分 之 前 ，Abaqus 还 要 检查 变形 增 分 的 大 小 
是 否 满 足以 下 条 件 








AX" /( X^" — X) <1% 

如 果 同 时 满足 这 个 条 件 ， 才 可 以 进行 下 一 步 增 分 计算 ， 和 否则 ， 还 需要 进行 新 的 迭 
代 。 

Abaqus 的 内 定 准则 是 : 在 一 个 增 分 At 上 (JInerement) ， 最 大 可 以 进行 16 RZ 
代 运 算 ( Iteration) ; 如 果 经 过 16 次 迭代 后 仍然 不 满足 收敛 条 件 ， 则 时 间 增 分 减 小 为 
原来 的 25% ， 再 进行 新 的 授 代 运算 。 这 个 过 程 称 为 Cutback。 内 定 的 最 大 Cutback 
回 数 为 5。 如 果 经 过 5 次 Cutback 后 还 不 能 收敛 ， 则 终止 计算 ; 相反 ， 如 果 在 两 个 
连续 的 时 间 增 分 上 仪 需 少 于 5 次 的 迭代 即 可 收敛 的 话 ，Abaqus 自动 地 把 时 间 增 分 
增加 50% ， 以 提高 计算 效率 。 经 验 表 明 ， 这 个 内 定 准 则 在 大 多 数 情 况 下 可 以 放心 
地 使 用 。 











5.3 数值 积分 方法 





在 高 等 数学 中 ， 我 们 学 习 了 许多 求 积 公 式 。 但 是 在 工程 实践 中 ,往往 会 遇 到 无 
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法 用 数学 公式 求解 的 积分 问题 。 这 时 ， 需 要 用 到 近似 求解 方法 。 我 们 把 这 些 近 似 求 
解 积分 问题 的 方法 称 为 数值 积分 方法 。 更 广义 地 讲 ， 微 分 方程 的 数值 解法 也 可 称 为 
数值 积分 方法 。 也 就 是 说 ， 数 值 积分 研究 以 下 两 种 形式 的 问题 : 

(D REBI y = [G0 x 的 近似 解 。 

© 已 知 函数 y(x) 在 区 间 (a, 5) 上 的 初 值 为 y(a)， 求解 微分 方程 y'(x) = 
f(x, y), 以 求 得 y(b) 的 值 。 

用 有 限 元 方法 求解 动力 学 系统 的 响应 属于 第 2 种 形式 的 数值 积分 方法 。 为 了 对 
该 方法 进行 说 明 ， 首 先 应 该 对 数值 积分 的 一 些 基 本 概念 有 所 了 解 。 为 此 ， 本 节 先 从 
第 1 种 形式 的 数值 积分 方法 入 手 ， 对 各 种 基本 方法 和 概念 做 一 下 介绍 之 后 ， 重 点 介 
绍 第 2 种 形式 的 数值 积分 方法 。 


5.3.1 定 积分 的 近似 解法 
1. 4BJÉ jk WI ( Rectangle Rule) 
求 定 积分 y = | (x) de 的 近似 解 ， 最 简单 的 方法 就 是 把 函数 (x) 在 积分 区 间 


上 当 作 一 个 定 值 ， 例 如 用 左 端 点 的 值 来 近似 所 有 点 的 值 ， 即 f(x) f(a), xela, 
b], "fs 




















y = [fG0ds ~ (b - afta) (5.30) 

这 就 是 最 简单 的 箱 形 法 则 。 当 然 ， 也 可 以 用 右 端点 数据 来 进行 矩形 近似 ， 即 (x) 
~/(5) 。 很 显然 ， 只 有 当 区 间 长 度 很 小 时 ， 这 种 方法 才 有 意义 。 因 此 ， 在 实际 应 用 
中 ， 得 把 积分 区 间 分 成 许多 等 份 ， 在 每 个 小 等 份 ， 即 1 个 积分 步 长 上 应 用 矩形 法 
则 。 

为 了 对 矩形 法 则 的 误差 做 一 个 简单 估计 ， 假 设 函 数 GO 的 1 阶 微分 存在 并 连 

Ka) = fta) +(x = aM ' (a) & a Gc c a)? f" Ca) em e LG c a)? (a) 
于 是 可 得 积分 的 真 值 为 

yz [foods = fla) + FHF’ Ca) + 有 Ca) 

















E Gs T E Ca) 

其 中 , h=b-a, ERA AETR HAEE E MERE, BAARAK 
和 矩形 法 则 的 误差 。 由 于 误差 主要 由 积分 步 长 h 的 2 次 方 的 项 所 决定 ， 因 此 称 为 2 次 
误差 。 换 言 之 ， 用 端点 近似 的 和 矩形 法 则 仅 具 有 1 阶 计算 精度 ( 仪 精确 到 步 长 的 1 次 
方 的 项 )。 





I 4pm iv 
TU (a) * 
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如 时 用 中 间 值 进行 矩形 近似 ， 即 /sx) ~/( 9]， 可 以 改进 计算 精度 ， 但 更 党 
用 的 是 采用 下 述 梯形 法 则 。 

2. 梯形 法 则 (Trapezoidal Rule) 

矩形 法 则 把 区 间 ( 积分 步 长 ) 上 的 /(*) 当 作 一 定 值 ， 而 梯形 法 则 则 是 把 f) 当 
作 线性 变化 的 1 次 函数 。 如 图 5. 10 所 示 ， 把 两 个 端点 的 值 /(a) 、/(5) 用 直线 连接 
起 来 ， 形 成 一 个 梯形 。 这 时 ,f(x) 可 以 用 以 下 线性 函数 来 近似 

Ka) ~ fca) EU Fe -a) 

梯形 的 面积 就 是 积分 的 近似 值 ， 即 








y = [fd 9 (b - UG) fU) = 了 ML) +A) (5.31) 

















SR, ETRA rU T] SEK RA, Mfo) o CO AUD. og 
以 直接 得 到 式 (5. 31)。 
将 式 (5.31) 中 的 f(5) 用 泰勒 级 数 展开 ， 得 

FO) =fath) = fCa) +f’ Ca) + 二 "Ca 


+ qf Ca) m e ef Qa) 
代入 式 (5.31) 中 ， 可 得 
y =3h[f(a) +A] = fla) + FRS Ca) + FN"(a) 


1 4em 1 1 n+l n 
ts aT (a) + … Pom Du "ERE F(a) 
与 真 值 相 比 可 知 ， 梯 形 法 则 的 误差 从 庆 的 项 开始 ， 即 3 次 误差 ，2 阶 计 算 精 度 。 
vi 
f) 








fe) 


f(a)r-—-— 








| 
| 
| 
| 
| 
a 





Ed 5.10 梯形 法 则 示意 图 
3. Simpson 法 则 
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Simpson 法 则 是 用 一 个 2 次 函数 来 近似 f(x)。 为 此 ， 和 需要 利用 两 端点 a、6b 及 
RELA m= (a+5)/2 共 3 个 数据 点 来 构成 以 下 多 项 式 


"T (x - m)(x - b) T (x —- a)(x - b) (x - m)(x — a) 
FG) ~ (a) ERED , guy G0 M, gay 6m) G0) 


积分 的 近似 值 为 
y = [fd ~ CF (ray sar). gan) (5.32) 

Simpson 法 则 为 5 次 误差 ，4 阶 计算 精度 。 

4. Newton-Cotes 法 则 

把 区 间 [a，,， 65] 等 分 为 m 份 ， 形 成 m+1 个 数据 点 。 用 多 项 式 插 值 原理 来 构建 mm 
WKZ, EE f(x) 

f(x) f(x) = a +ax + ax + +a" 

H FZR AS, MAME aC) =y ie 10, 1, e, mfo FÆ, H 
以 列 出 m +1 个 线性 方程 组 ， 从 而 求 得 多 项 式 的 系数 。 也 就 是 说 ， 这 个 多 项 式 是 唯 
一 确定 的 。 

Newton-Cotes 法 则 是 把 该 多 项 式 写 为 拉 格 朗 日 多 项 式 (Lagrange Polynomial ) 的 形 

















式 
uox d X X; X-i X-XaX-Xu o 
"iUe 2, hi0) d) " pu 一 Xi j Xi = Xo X; Ni X; — XQ X; — X, 
所 以 ， 积 分 的 近似 值 为 
b b pm m eb 
y = [fG0dx ~ [ LG)de = | Ax) lx) de = > [ Ax) GO d 
i: j a i-0 i=0 4 


xX—Xmn 





= Sf) hs) ds = X wfm) TS 


这 里 , w, = f hC) dx 是 由 多 项 式 确定 的 加 权 系数 。 


前 述 矩 形 法 则 、 梯 形 法 则 、Simpson 法 则 都 是 Newton-Cotes 法 则 的 特殊 形式 。 
Newton-Cotes 法 则 又 分 为 两 种 形式 : 利用 区 间 [a, 65] 两 端点 的 值 进行 计算 的 方法 称 
为 Closed Newton-Cotes 法 ; 相反 ， 不 用 两 端点 的 值 进行 计算 的 方法 称 为 Open New- 
ton-Cotes 法 。 用 公式 可 以 表达 为 


b m 
y= | Ko)d =~ > w; f(x,) Closed Newton-Cotes 法 
a iz0 


b m-l 
y= | fx) ds =~ > w, f(x) Open Newton-Cotes 法 
a izl 


在 用 Newton-Cotes WAT, WR m 取 值 过 大 ， 反 而 会 引起 数值 振荡 。 因 此 ， 
往往 m 取 值 不 大 ， 而 是 把 区 间 [a, 5b] 细 分 ,在 每 个 小 区 间 上 应 用 该 近似 法 则 ， 然 
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后 把 所 有 区 间 上 的 值 加 起 来 ， 即 得 区 间 [a，5] 上 的 积分 值 。 例 如 把 区 间 [a，5] 分 
为 等 份 ， 应 用 梯形 法 则 (m =1) ， 可 得 

y = [foods ~ ERa) +f) 2/032) 2f GL) fos) 

5. 高 斯 积分 ( Gaussian Quadrature ) 

以 上 介绍 的 积分 方法 均 是 在 积分 区 间 上 用 等 间隔 分 布 的 离散 数据 点 来 构建 多 项 
式 插值 函数 ， 而 高 斯 积分 方法 则 是 寻找 不 等 间隔 的 最 优 数 据点 分 布 ， 从 而 达到 在 较 
少 或 相同 数目 的 数据 点 的 情况 下 提高 积分 精度 的 目的 。 高 斯 积分 的 形式 为 

| Ads = wifGn) + wfGn) + wn) = Down) (5.34) 

这 里 ，x 是 选择 的 离散 数据 点 ，vw 是 相应 的 加 权 系 数 。 并 且 已 知 ， 当 x 处 于 一 个 
正 交 多 项 式 的 零点 时 ， 式 (5.34) 的 积分 的 误差 最 小 。 因 此 ， 高 斯 积分 方法 的 重要 
任务 就 是 寻找 这 样 的 一 个 正 交 多 项 式 ， 以 构建 一 个 插值 函数 。 

所 谓 正 交 多 项 式 ， 是 指 具 有 下 列 性 质 的 多 项 式 。 设 一 个 n 次 正 交 多 项 式 为 
T(x), 则 有 性 质 : 


















































Jw Go T, GO T, GO di -0,m7én 


切 比 雪夫 多 项 式 ( Chebyshev Polynomials) 就 是 高 斯 积分 方法 常用 的 正 交 多 项 式 。 详 
细 内 容 在 这 里 就 不 做 介绍 ， 下 面 仅 从 一 个 简单 的 例子 来 看 看 高 斯 积分 的 优点 。 


考虑 积分 1 = | Aade 。 把 J(x) 用 泰勒 级 数 在 原点 展开 ， 有 


























f(x) 2 f(0) + xf'(0) + Zf") pora if (0) 
则 该 积分 的 严密 解 为 
I -2M() + FRSC) + ŽAS (0) e + 
现在 ， 我 们 用 两 个 数据 点 x, 、x 来 估计 该 积分 ， 即 
I; = wf(x,) + wfl%) 
= (f) esr + dirt em e trm») 





1 — (19) 


(n+1)! wf (0) 


wi (F0) + aaf (0) + 3/0) + Faf O (0) ) 


= (w, +w,)f(0) + (wx; +wx, )f '(0) zc + wx? )f" (0) t 
gin + wx; )f" (0) e apod + wx; )f ? (0) Tex 


1 n n n 
"iL 十 WiXa M (0) 


: 218- 机 械 振动 的 分 析 与 控制 以 及 计算 方法 





我 们 的 目的 是 选择 x,、x, 以 及 wi、w,， 以 使 得 TT 和 I 的 差 最 小 。 通 过 对 比 上 和 天 
的 系数 ， 可 得 


w, +w, = 2h 





W,X, t wx, = 0 


2 3 
3 


g On + wh) = 

1 3 3 

zp +wx) =0 
XAF T x, x AR w, w: x, = -h/ 3, x, =h/43, w =h, w, =h, 
也 就 是 说 ， 从 /9 (0) 的 项 开始 ，/ 和 开始 不 一 致 。 因 此 ， 误 差 包含 (0) 的 项 ， 
其 系数 为 让 - 2 ph Spaho ERAD S 次 ， 精 度 为 4 阶 。 积 分 的 精确 值 可 以 
写成 





[fée MRM B) e fU 8) EE qo) em 


1-(-1) i1[f( 1Y 1 Yap 
| (ml ail rj + (5) 1» (o) 
可 见 ， 通 过 优选 数据 点 ， 高 斯 积分 用 两 个 数据 点 就 可 以 达到 4 阶 计 算 精 度 ; 而 同样 
用 两 个 数据 点 的 梯形 法 ， 则 只 有 2 阶 计算 精度 。 
5. 3.2 微分 方程 的 数值 解法 
1. 泰勒 级 数 法 
已 知 函 数 y(x) 在 区 间 (a, 5) 上 有 初 值 y(a) =y,。， 现 在 考虑 解 下 列 微分 方程 来 
K y(5) 























y -f(x,y) 

Poe, dC (a, 0) 5228 n, UH m (5 - a), DEERING, ma 
法 ，i=1，2，…，n) 上 求 y(%) 的 近似 值 。 由 泰勒 级 数 可 得 

yGua) = yla) + hyla) + FE) + y Gu) e (i) 
TR h RAN, TAR h B9 2 次 方 以 上 的 项 ， 于 是 上 式 可 以 写成 

il = y, + hy'(x;) = y, + hf(x,y,) (5.35) 

KE, y | 表示 yy(x;, ) 的 近似 值 。 这 个 保留 了 1 次 项 的 泰勒 级 数 法 又 称 为 欧 拉 方法 
(Euler Method) 。 该 方法 非常 直接 了 当 , 已 知 y,，， 即 可 按 1 阶 计算 精度 依次 求 得 
Yi y =, ya BEZIER y(b)。 

欧 拉 方法 只 有 在 h 很 小 时 ， 才 可 以 达到 较 高 精度 。 为 了 提高 精度 ， 简 单 的 方法 
就 是 保留 到 泰勒 级 数 的 2 次 项 ， 即 
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, 1 " 
Yin = Y; t hy (x) (Wy (x) 
上 式 中 的 2 阶 微分 项 可 以 进一步 写 为 


y dfe = eub hf 


fo f, TIRRI x, y 的 偏 微分 。 于 是 ， 可 得 到 下 列 递 推 近似 公式 (2 阶 泰勒 级 数 
法 ) 





Yu my t hf e SQ, f) 


已 知 数据 点 (x;，y;) 上 的 ff 、f,， 即 可 求 得 下 一 个 数据 点 上 的 函数 值 。 同 样 ， 也 
可 以 推导 出 3 阶 泰勒 级 数 递 推 公式 以 及 更 高 阶 的 泰勒 级 数 递 推 公 式 。 但 是 ， 高 阶 泰 
勒 级 数 展开 也 引入 了 高 阶 偏 微分 ,使 得 计算 变 得 很 复杂 。 

2. Runge-Kutta 法 

为 了 避免 高 阶 泰勒 级 数 方法 所 带 来 的 偏 微 分 计算 问题 ， 大 约 在 1900 年 ， 德 国 
数学 家 C. Runge 和 M. W. Kutta 提出 了 只 需要 f 便 可 进行 递 推 运算 的 数值 积分 方法 ， 
这 一 重要 的 方法 被 称 为 Runge-Kutta 法 。 同 前 面 介 绍 的 方法 一 样 ， Runge-Kutta 法 也 
有 1 阶 、2 阶 等 类 型 。 其 中 ， 最 常用 的 是 4 [fr Runge-Kutta 法 ， 简 称 RK4 法 。 其 递 
推 公式 为 

















= y + Es 2k 2k + ka) (5. 36) 


这 里 k sfx, y) 
k, 2f(x; +0. 5h, y, +0. 5hk,) 
k, f(x; +0. 5h, y; +0. 5hk,) 
k, f(x; th, y; t hk) 
可 见 ， 在 这 个 递 推 公式 中 没有 引入 偏 微分 计算 。RK4 法 的 误差 为 步 长 的 5 次 方 ， 
具有 4 阶 计算 精度 。 
3. 隐 式 解法 
以 上 方法 均 是 由 已 知 的 数据 点 的 值 来 进行 递 推 运算 ， 这 种 方法 称 为 显 式 解法 
(Explicit Method )。 例 如 前 面 介 绍 的 欧 拉 方 ”yl 
法 就 是 用 i 时刻 的 值 递 推 i+1 时 刻 的 值 ， 公 
式 为 


























Yia = Yi + hflxi,yi) 
图 5. 11 为 该 方法 的 示意 图 。 其 中 ,x,,, 一 x， 
=h, fxi, VAA, y AERE, 
由 图 5. 11 482 2182], AAR, y) ES 
FR Cao Yia) 的 斜率 的 平均 来 代替 上 式 图 5.11 显 式 解法 示意 图 
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中 的 f(x;，y;) ， 则 可 能 改进 计算 精度 ， 即 可 以 构成 以 下 递 推 关系 
Yin — Yi + y hU Gs) + fx; ,yin ) ] (5.37) 


但 是 ， 式 (5.37) 右 边 含 有 未 知 的 y,,, ， 因 而 不 能 直接 进行 递 推 运算 ,需要 用 反复 迭 
代 方 法 求解 该 方程 。 这 种 方法 称 为 隐 式 解法 (Implicit Method) 。 
为 了 研究 该 方法 的 精度 ， 把 式 (5. 37) 中 的 了 (x;,, ya ) 用 泰勒 级 数 展开 











(n+1) 


fias) = yia = YD ot en y + 
即 式 (5.37) 可 以 写成 
Yin =; *TADy + (y! thy, + +…)] 

pe + ey Ne egy 

对 比 用 泰勒 级 数 表示 的 真 值 

Yria) = y) + hy Gj) sp EY Gu) + ry (Gu) c hy a) 

(5.38) 
可 见 ， 误 差 从 Y" 的 项 开始 ， 误 差 项 的 系数 为 | 寺 -二 je = Ine, Nistcs an ii 


2:89 31x, SEIS 2 阶 。 可 见 ， 该 方法 把 欧 拉 解法 的 1 阶 计算 精度 提高 到 了 2 阶 精 
度 。 
Runge-Kutta 法 也 有 隐 式 解法 的 形式 ， 以 下 为 4 阶 Runge-Kutta 隐 式 解法 。 
Xia yc, +k, + k) + O(h`) (5.39) 





BH k sfx, y) 
k, f(x, +0. 5h, y, +0.25h[ k, +k,]) 
ks =f(x; +h, y; +hk,) 
在 求解 时 ， 需 要 用 到 迭代 算法 。 和 显 式 解法 式 (5.36) 相 比 ， 要 达到 同样 的 4 阶 
精度 ， 隐 式 解 法 只 需要 3 步 运算 。 但 是 ， 隐 式 解 法 求解 k, 可 能 比较 费事 。 
显 式 算法 一 般 只 有 条 件 稳定 性 ， 即 积分 步 长 必须 小 于 某 临 界 值 ; 否则 ， 计 算 将 
发 散 。 相 比 之 下 ， 隐 式 算法 具有 无 条 件 稳 定性 ， 原 则 上 积分 步 长 不 受 限制 。 这 是 隐 
式 算 法 的 一 大 优点 。 
4. 多 步 法 (Multistep Methods) 
以 上 介绍 的 各 种 方法 均 属 于 单 步 法 ， 即 求 (i+1) 点 的 值 只 用 到 了 相差 1 步 的 i 
点 的 值 。 容 易 设 想 ， 如 果 用 已 知 的 多 个 数据 点 的 值 来 估算 (i+1) 点 的 值 ， 则 有 可 能 
提高 精度 。 例 如 单 步 的 欧 拉 法 可 以 改 为 (参照 图 5. 12) 
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Xia = Yia + 2hf(x,,y;) (5. 40) 
即 用 (i -1) 和 i 两 点 的 数据 来 计算 (i+1) 点 的 值 ， 这 种 方法 称 为 多 步 法 。 
把 式 (5.40) 中 的 y,_, 用 泰勒 级 数 展开 


1 


—RjyO Y 
6 了 


d 1 d 
Yia =Y: - hy; + Fh ys - 


ib ss + C D? Ley 
代入 式 (5. S 可 得 


Yia my; + hy! + Fh n DUX 




















basso 1)" any 图 5. 12 ”多 步 法 示意 图 
与 真 值 式 (5. 38) 相 比 可 知 ， 由 式 (5. 40) 进行 运算 的 误差 为 3 次 ， 计 算 精 度 为 2 阶 。 
多 步 法 的 一 般 形 式 为 
Yi) FUY; + Yia trn 十 Qi + h f(x syin) + bf(xi,y;) 
qos. JOE y (5.41) 
系数 a, 5, tt^, a, FI bo, bi, o. b, 决定 了 方法 的 形式 。 若 bo =0， 上 述 方法 为 
显 式 算法 ; 若 5, 关 0， 上 述 方法 为 隐 式 算法 。 
典型 的 显 式 多 步 法 是 Adams-Bashforth 法 。 bs 2 步 、3 步 、 4 步 的 公式 分 别 为 


Yisi =y; + fs, Yi) PEEL Y 5:44 ] + $n y^ (£) 





























Yisi —Yi HT D3fGs y,) ^16f(n Yia) t 5f, s, Yia) ] + (8) 
(5.42) 
Yisi —Yi ASSA, Yi) -39f09.a, Yi) +37f(%;_s,, Ya) 


251,5 (5 
-9f ss Yia) ] + ony" E 


典型 的 隐 式 多 步 法 则 是 Adams-Moulton 法 。 例 如 1 步 、2 步 、3 步 的 公式 分 别 为 
yia oc feas sa fes 901 -Sy (D) 

y my feas Yu HRS 30 - Fas yD l -EOE (5.43) 
bl MU M 


tf, yia] - DCE) 


a 
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式 (5.42) MR (5. 43) 中 各 式 的 最 后 一 项 代表 误差 项 ， 其 中 , é EKE (ax, 
v ) 上 的 某 值 。 隐 式 多 步 法 的 误差 比 相 应 的 显 式 多 步 法 的 要 小 。 在 实际 应 用 中 ， 
常常 把 显 式 多 步 法 同 隐 式 多 步 法 结合 起 来 ， 形 成 一 个 “预测 -校正 系统。 例如 用 
Adams-Bashforth 法 预 估 出 y,,, ， 然 后 把 这 个 值 作为 初始 值 ， 代 入 到 Adams-Moulton 
公式 中 进行 迭代 运算 ， 以 求 出 更 准确 的 y,,,。 

“预测 -校正 ”系统 的 一 个 好 处 是 容易 估计 每 一 步 的 误差 。 例 如 用 y(x;,, ) 表 示 时 
刻 (i+1) 的 真 值 ， 用 y, ,代表 由 4 阶 Adams-Bashforth 法 得 到 的 预测 值 ， 用 yl, ,代表 
由 Adams-Moulton 法 得 到 的 校正 值 ， 则 有 下 列 关系 

251 





























Yxi) -= Yin z E (&) (5. 44a) 
1 19 5 (5) 
ya) = Yia = 339^ Y (&) (5. 44b) 


在 很 小 的 积分 步 长 六 上 ， 可 以 认为 7 (&) 23? (6) =y (£), 5X(5. 44a) 和 式 
(5. 44b) EWR yO (E) ， 再 代入 式 (5.44b) 中， 可 得 到 由 预测 结果 和 校正 结果 表 
示 的 误差 

ya) -Yin =- 0 -= Yia) 
这 个 误差 可 以 用 来 作为 调整 积分 步 长 的 判断 依据 。 

同 Runge-Kutta 法 相 比 ， 多 步 法 的 一 个 优点 是 函数 运算 的 次 数 少 。 例 如 4 阶 
Adams-Bashforth 法 每 递 推 一 步 仅 需 计算 一 次 新 的 f(x，y) ， 而 用 4 Br Runge-Kutta 法 
则 要 计算 4 次 f(x，y)。 当 函数 (x，y) 很 复杂 时 ， 这 个 优点 将 很 突出 。 

多 步 法 的 一 个 缺点 是 在 已 知 初 值 的 条 件 下 ， 还 不 能 启动 递 推 运算 。 以 式 
(5. 40) 为 例 ， 由 初 值 条 件 可 得 yo, 但 这 还 不 够 ,需要 先 用 单 步 法 求 出 y, 以 后 , 才 
可 以 启动 递 推 运算 。 在 计算 途中 想 改 变 步 长 hh 时 ， 也 会 遇 到 同样 的 问题 。 

此 外 ， 收 敛 性 和 稳定 性 是 应 用 显 式 多 步 法 时 必须 考虑 的 问题 。 当 积分 步 长 超过 
临界 值 时 ， 会 出 现 计算 发 散 的 现象 。 


5.3.3 求解 动力 学 方程 的 数值 积分 方法 


机 械 系 统 的 动力 学 特征 是 由 2 阶 微分 方程 所 决定 的 。 例 如 单 自由 度 系统 的 线性 
振动 特性 由 下 式 确定 ，mx +cx + kx 2f, 对 于 这 类 简单 情况 ， 尚 且 可 以 求 出 其 解析 
解 ; 而 对 于 实际 的 复杂 系统 ， 则 要 用 有 限 元 方法 进行 数值 计算 。 由 于 求解 动力 学 问 
题 是 数值 积分 方法 在 机 械 工程 领域 应 用 的 重要 方面 ， 因 此 ， 这 里 单独 作为 一 节 进 行 
介绍 。 

1. 中 心 差 分 方法 (Central Difference Method) 


相对 于 向 前 差分 交 一 -5 全 以 及 向 后 善 分 交 = 一 二 ， 中 心 差分 的 定义 为 
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为 了 研究 中 心 差分 的 精度 ， 应 用 泰勒 展开 式 
, 1 n 1 
juga =N: + hy; + 3 t s^»? ) (5. 46a) 
, 1 n 1 
Fia =; 一 hy; + gi- s»? (E) (5. 46b) 
3X(5. 46a) fII (5. 46b) 相 减 后 ， 变 形 得 y/ 的 值 为 
ro Xia ai NE 7 3 (3) 
yi o Yen den c yg) (5.47) 


Ep, yf? (6) 2[yP (6) «P? (6) /2 PEEM). 83x55. 47) 5 (5. 45) 相 比 ， 
可 见 中 心 差分 的 精度 为 2 阶 。 相 比 之 下 ， 向 前 差分 及 向 后 差分 只 有 1 阶 精度 。 由 于 
中 心 差分 方法 形式 简单 而 且 具 有 2 阶 精 度 ， 在 结构 以 及 流体 动力 学 计算 中 得 到 广泛 
应 用 。 
由 式 (5.45 ) 即 可 得 到 下 列 弟 推 公式 
Va — sd + 2hy; 
可 见 ， 中 心 差 分 法 是 显 式 解法 ， 上 式 也 是 多 步 法 的 最 简单 形式 。 下 面 ， 对 该 方法 在 
结构 动力 学 中 的 运用 做 一 介绍 。 
考虑 到 非 线性 等 一 般 情 况 ， 在 上 时刻， 系统 的 运动 方程 可 写成 以 下 形式 
Mu, +Q, =P, (5.48) 
其 中 ，M 为 质量 矩阵 ，@ 代表 系统 内 力 , P 为 外 力 ，u 为 位 移 响 应 (对 于 线性 系统 ， 
Q =Cu + Ku,，C、KK 分 别 为 阻尼 矩阵 和 刚性 矩阵 )。 为 了 简单 ， 这 里 只 考虑 积分 步 
长 Ai 一 定 的 情况 。 我 们 的 目标 是 求解 下 一 个 时 刻 (1t + At) BILE S 
由 式 (5. 48) 可 得 


























ü, = M^(P,-Q) (5.49) 
引入 半 步 长 At/2， 在 区 间 (1 - AU2, t+ At/2) 上 应 用 中 心 差分 法 ， 可 求 得 (1 + Ai/ 
2) 时 刻 的 速度 为 


lcu 一 Un + Atu, (5. 50) 
进一步 在 区 间 (t+，t + At) 上 应 用 中 心 差分 法 ， 可 求 得 (1+ At) 时 刻 的 位 移 为 
UA = Ul + At ,a (5. 51) 


以 上 式 (5.49)、(5.50)、(5.51)3 个 公式 逐次 运算 ， 即 可 求 得 各 个 时 刻 的 加 速度 、 
速度 及 人 位移。 具体 地 说 ， 由 位 移 、 速 度 的 初始 条 件 ， 可 得 到 初始 状态 的 内 力 ， 应 用 
公式 (5. 49) 可 求 得 初始 加 速度 ， 然 后 由 式 (5.50) 和 (5. 51) 依次 计算 下 一 个 时 刻 的 
速度 和 位 移 。 得 到 速度 和 位 移 后 ， 再 应 用 式 (5. 49) 求 得 该 时 刻 的 加 速度 ， 这 样 逐 
次 递 推 下 去 。 应 注意 : 在 计算 (t+At) 时 刻 的 内 力 Q 时 ，zu ,ws 已 知 ， 但 是 该 时 刻 
的 速度 为 未 知 ， 因 此 ， 需 要 用 (t+ At/2) 时 刻 的 值 来 近似 (t+ Ac) 时 刻 的 值 ， 即 
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Uaua 同样 ， 对 于 ;i 时刻, 需要 做 近似 ~, asc 

中 心 差分 法 是 依次 向 前 递 推 ， 没 有 迭代 运算 ， 不 需要 更 新 切线 刚性 ; 同时， 由 
于 内 力 向 量 由 单个 元 素来 构建 ， 也 不 需要 整体 刚性 和 矩阵。 这些 特 点 使 得 每 步 的 运算 
很 简单 。 但 是 ,， 式 (5. 49) 中 含有 质量 矩阵 的 逆 运 算 ， 比 较 费 时 。 为 了 最 大 发 挥 显 
式 解法 的 特长 ， 在 有 限 元 建 模 时 ， 通 常 采用 集中 质量 模型 (Lumped Mass) 。 这 样 的 
ih, M 为 对 角 移 阵 ， 求 逆 运 算 变 得 很 容易 。 

可 以 证 明 ， 当 积分 步 长 趋 于 0 时 ， 中 心 差分 法 的 计算 结果 将 趋 于 真 值 ; 反之 ， 
当 积 分 步 长 大 于 某 临 界 值 时 ， 计 算 将 发 散 。 这 种 现象 称 为 中 心 差分 法 的 条 件 稳定 
性 。 也 就 是 说 ， 在 应 用 中 心 差分 法 时 ， 必 须 使 用 小 于 临界 值 的 积分 步 长 。 在 已 知 系 
统 的 最 大 固有 频率 w,, 及 其 阻尼 比 的 情况 下 ， 临 界 积分 步 长 由 式 (5. 52 ) 确定 


























A, = LI (A EE - 0) (5.52) 
但 是 ， 复 杂 系统 的 最 高 固有 频率 及 其 阻尼 比 往往 事先 无 法 知道 ， 在 有 限 元 方法 中 ， 


常用 下 列 公式 估算 临界 积分 步 长 
At, = L'/c, 

HE, L 为 元 素 的 特征 边 长 c. 为 机 械 波 的 传播 速度 ，c, = VE/p, 代表 材料 的 
弹性 模 量 ( Young’ s Modulus), p 代表 密度 。 简 单 地 说 ， 有 限 元 模型 划分 得 越 细 ， 
所 用 的 积分 步 长 越 要 小 。 例 如 对 于 钢材 料 , E =2. 1e +11(N/m ), p=7800kg/m， 
如 果 假 定 所 划分 单元 的 代表 长 度 天 =10mm， 则 可 估算 出 临界 积分 步 长 为 1.93e -6 
秒 。 对 于 大 规模 有 限 元 模型 ， 用 这 样 小 的 步 长 来 计算 瞬 态 响应 是 很 费时 的 事 。 
此 ， 中 心 差分 法 主要 用 于 计算 时 间 历 程 很 短 、 具 有 很 强 非 线性 的 现象 ， 例 如 安全 气 
了 圳 展开 、 汽 车 碰撞 等 。 

最 后 需要 注意 的 是 ， 由 于 V1+L -=1-:， 由 式 (5.52) 可 知 ， 增 加 阻尼 反而 
会 减 小 临界 积分 步 长 ， 从 而 增加 计算 时 间 。 

2. Newmark 积分 法 

在 1959 年 ，Newmark 提出 了 求解 结构 动力 学 问题 的 数值 积分 方法 。 时 至 今日 ， 
该 方法 已 得 到 广泛 应 用 ， 并 且 衍 变 出 了 许多 不 同 的 形式 。 这 里 对 该 方法 重点 加 以 介 
绍 。 

我 们 已 经 知道 ， 在 应 用 中 心 差分 法 时 ， 首 先 由 运动 方程 解 得 加 速度 ， 然 后 用 中 
心 差分 原理 近似 求解 速度 及 位 移 。 在 此 ， 直 接应 用 泰勒 级 数 来 表示 速度 及 位 移 的 真 
值 



































t (nl) 
Usu £ 


: "EE DT "m 
= u, + Alu, + 三 Ar iu ur 
n! 


i 1 ^n 1 37, 1 n(n) 
Hua = 4, +t Atu, ty u, + At U, Eee t — At U; 
2 3! n! 
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上 两 式 右 边 最 后 一 项 表示 泰勒 级 数 的 余 项 。é 为 区 间 (1，t + Ar) 上 的 某 值 。New- 
mark 把 上 两 式 保 留 到 项， 并 引入 位 于 区 间 [0, 1] 上 的 两 个 常数 B、y， 给 出 下 列 
公式 


Ua = U, + Atu, + YAt ue 


Un = U, + Atu, + Tari, + BAr u; 


t+At 





MEA E EE G, +A) 上 加 速度 星 线性 分 布 ， 于 是 得 二 A, RAN 
上 公式 ， 可 得 Newmark 积分 的 标准 形式 为 
Ai 一 u, * (1 E y) Au, s y MU, ,a (5. 53a) 
Ua =u, + Ati, + (+ z B)AF ü, + BAPI, n (5. 53b) 
B 关 0 时 ， 式 (5.53a) 和 (5. 53b) 右边 包含 有 (:+Ai) 时 刻 的 加 速度 ， 因 此 属于 隐 式 解 
法 的 形式 。 加 速度 由 动力 平衡 方程 式 决定 。 例 如 对 于 线性 系统 ， 有 
Mu An 十 Cu, s E Ku z Poh (3; 54) 
将 式 (5.53a) 和 (5. 53b) 代 和 人 并 整理 ， 得 


(M + yA1C + BAPK) üu = Pu-|(1-7)AC+ (+ - B)AFK |ü, 








t+At 


- (C+AKR)u -Ku, (5.55) 
在 已 知 初始 位 移 us 及 初速 度 uy 的 情况 下 ， 初 始 加 速度 可 由 u, =M (CP, - Cu, - 
Ku, ) 得到。 于 是 ,求解 方 程式 (5.55)， 即 可 得 下 一 个 时 刻 的 加 速度 ， 然 后 再 由 式 
(5.53) 计算 速度 和 位 移 。 
在 以 上 运算 中 ， 首先 需 要 求解 方程 (5.55)， 以 得 到 未 知 量 加 速度 。 但是， 在 
实际 应 用 中 ， 常 希望 把 位 移 作 为 未 知 量 。 为 此 ， 需 要 对 式 (5. 53 ) 进行 变形 。 由 式 
(5. 53b) 可 得 ,ws ， 再 代 和 人 到 式 (5. 53a) 整理 ， 得 








- 1 ] - 和 
Uu = Bag Cn 一 u,) a BAr” ug (1 = j^ (5. 56a) 
, EE / . - 
ZL Ai BA Ute = u,) + (1 "3 i T (1 A (5. 56b) 
把 式 (5.56) 代 入 方程 式 (5. 54) ， 便 可 得 到 未 知 量 为 位 移 的 关系 式 
1 y E ET 1. 1 
(a "a 十 Ku... = Paon + sse" tat 十 os B 1Jà, JM 


yen y . y .. 
+ (Rr + 一 1 a, 十 二 1jAi jc 
由 上 式 得 到 位 移 & ,ww 后 ， 再 由 式 (5. 56) 计 算 速 度 和 加 速度 。 
对 于 非 线性 系统 ，Mr +O = 已 ,， 需 要 用 Newton-Raphson 法 进行 迭代 
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运算 。 为 了 叙述 方便 ， 略 去 阻尼 项 ， 将 内 力 向 量 线性 化 处 理 ， 有 
Qu = Qua + KG MEG 
这 里 ， 上 标 守 表示 迭代 运算 的 回 数 。 并 且 
AULAS = Hu 7 Ha 
表示 第 i 回 迭 代 运 算 内 位 移 的 变化 量 , i =1 时，Arx =a -uo E, TAE 
义 加 速度 的 变化 量 








三 pu) 7-1) 
Au^, a UN 一 Uu 


于 是 ， 由 动力 平衡 方程 式 可 以 得 到 以 下 迭代 公式 

M( Au * ru ) ) + KG Aut, 十 OA = Pau (5.57) 
式 (5.57) 中 存在 2 个 未 知 数 ，Au 人 和 Au 。 应 用 公式 (5.53b) 来 考察 二 者 的 关 
系 。 对 于 第 i 回 迭 代 运 算 和 第 i -1 回 迭 代 运 算 ， 由 公式 (5.53b) 可 得 下 列 关系 式 


© n 
u, =u, + Atu, + (+ - B)Ara u, + BA uU, 


(-1) .. 
ui) = u, + Atu, + (+ - gara ü, 十 BANG) 


两 式 相 减 ， 得 Au. = AuC / (BAD) 。 将 此 关系 代入 式 (5.57) ， 即 可 得 到 只 有 一 
AK) Au O 的 方程 


M G- - 
P z 十 EL Jaw, = 一 Pra = D z Mua 


由 上 式 可 求 得 第 i 回 和 迭代 运算 的 位 移 变化 量 ， 进 而 可 以 得 到 速度 和 加 速度 。 当 和 迭代 
运算 的 收敛 精度 达到 要 求 时 ， 和 迭代 运算 结束 ， 最 终 得 到 (1 AD) 时刻 的 各 个 物理 量 。 
把 位 移 作 为 未 知 数 来 进行 迭代 运算 比 把 加 速度 作为 未 知 数 来 进行 迭代 运算 要 好 得 
多 ， 因 为 加 速度 往往 不 连续 ， 这 是 把 式 (5. 53) 变 形 为 式 (5. 56) 进 行 运算 的 原因 。 
3. Newmark 积分 法 的 变形 
在 Newmark 积分 公式 中 ， 常 数 B6、y 的 取 值 确定 了 积分 的 稳定 性 以 及 精度 。 通 
过 这 两 个 常数 的 特定 组 合 ， 可 以 衍 变 出 多 种 古典 的 积分 方法 来 。 


当 y> 少 ，B< 直 时 ，Newmark 积分 法 具有 条 件 稳定 性 ， 积 分 步 长 需 满足 关系 


1 
w, V0.5y - B 
当 ap>y 卫 时 ，Neweak 积分 法 具有 无 条 件 稳定 性 ， 原 则 上 积分 步 长 不 受 限制 。 
在 实际 应 用 中 ， 为 了 较 准确 地 预测 出 系统 响应 的 波形 ， 通 常 把 积分 步 长 限制 在 所 需 
最 短 周期 成 分 的 1/10 以 下 。 
(1) y 21722, B=1/4 
在 这 种 情况 下 ，Newmark 积分 法 变 为 古典 的 平均 加 速度 法 。 式 (5. 53) 成 为 











E 
IA 


第 5 章 数值 计算 方法 概要 227 . 





Hua = U, 8 AL, + a) /2 (5. 58a) 
Uy = U, + Atu, £0.SAC (u, +ü, )72 (5.58b) 
平均 加 速度 法 是 假定 在 区 间 (:， t+ Ac) 上 加 速度 一 定 ， 等 于 两 端点 值 的 平均 值 ， 即 


At 
à, = (六 + 六 ,wn)/2，0<7<<At。 对 此 式 两 边 求 积分 ， 并 利用 dede = du cus 


即 可 得 到 式 (5. 58)。 形 式 上 ， 式 (5. 58) 相 当 于 勾 加 速 运动 的 速度 和 位 移 的 计算 公 
sim 

平均 加 速度 法 相当 于 用 梯形 法 则 来 近似 区 间 上 的 加 速度 ， 因 此 和 梯形 积分 法 则 
一 样 具有 2 阶 计算 精度 。 这 个 方法 属于 隐 式 算法 ， 具 有 无 条 件 稳 定性 。 这 是 New- 
mark 积分 最 常用 的 形式 (事实 上 ， 当 Y=1/2 时 ，Newmark 积分 的 各 种 形式 均 具 有 2 
阶 计算 精度 ， 当 y 关 1/2 时 ， 则 只 有 1 阶 精度 ) 。 

(2) y 2172, B-1/6 

这 时 ， 式 (5. 53) 成 为 





Hua ZU + 5 tu, 十 Ua) 


. QUNM M 
Un = U, + Atu, + zA u, + BA Hos 


在 加 速度 为 线性 变化 的 情况 下 ,去 sA 3 阶 以 上 的 微分 为 0， 由 泰勒 级 数 
可 直接 得 到 上 式 。 这 个 方法 称 为 线性 加 速度 法 。 该 法 不 具有 无 条 件 稳定 性 ， 在 实际 
解析 中 应 用 不 多 。 

(3) y 172, B=0 

此 时 ， 式 (5.53a) 成 为 

Hu = U, + At(u 72 

由 于 Newmark 积分 法 假定 在 区 间 (t1，t + At) 上 的 加 速度 呈 线 性 变化 ， 因 此 上 式 中 的 
两 端点 的 加 速度 平均 值 等 于 半 步 长 (1 + A1/2) 时 的 加 速度 值 。 因 此 ， 上 式 可 以 进 一 
步 写成 





u 








A = u, 十 Atü, ,ni 
该 式 等 价 于 
U's x: li. ku 十 Atu, (5. 59) 
男 一 方面 ， 式 (5. 53b) 成 为 
Un = U, + Alu, + Jari, (5.60) 


式 (5.59) 同 式 (5.50) 相 同 ; 也 容易 发 现 式 (5.60) 同 式 (5.51) 等 价 [利用 关系 式 


das c, Anu, MERC ST) 变形 ， 即 得 式 (5.60)]。 因 此 ， 这 种 情况 下 的 
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Newmark 积 分 法 相当 于 中 心 差 分 法 ， 属 于 显 式 解 法 ， 也 具有 2 阶 计算 精度 ， 但 只 
条 件 稳 定性 。 

4. Hilber-Hughes-Taylor( HHT) 积分 法 

在 Newmark 方法 被 提出 以 后 ,许多 人 对 该 方法 进行 了 改进 和 发 展 ， 从 而 衍 变 
出 多 种 形式 来 。 这 里 介绍 被 商业 计算 软件 广 为 采 用 的 Hilber-Hughes-Taylor 方法 ， 
简称 HHT 法 。 

Newmark 隐 式 算法 (y 21/2, B =1/4) 理 论 上 具有 2 阶 精度 及 无 条 件 稳 定性 ， 
但 该 方法 也 有 一 个 缺点 ， 就 是 在 其 算法 中 不 能 定义 数值 阻尼 。 之 所 以 要 引入 数值 阻 
尼 ， 是 因为 复杂 系统 中 存在 许多 远 在 所 需 频 率 之 外 的 高 频 成 分 ， 其 振动 周期 可 能 比 
积分 步 长 还 要 小 。 当 边界 条 件 及 外 载 答 发 生变 化 时 ， 其 至 在 积分 步 长 改变 时 ， 这 些 
高 频 成 分 会 被 激励 起 来 ， 形 成 数值 “噪声 ”， 影 响 计 算 精 度 及 稳定 性 。 因 此 ， 需 要 
定义 数值 阻尼 来 衰减 这 些 高 频 “ 噪声” 。 引 入 数值 阻尼 的 另 一 个 好 处 是 可 以 提高 非 
线性 系统 的 稳定 性 。Newmark 隐 式 算法 的 无 条 件 稳 定性 是 对 线性 系统 而 言 的 ， 而 对 
于 非 线 性 系统 ， 并 无 严格 的 保证 。 数 值 阻 尼 可 以 消除 或 降低 不 稳定 因素 的 影响 。 关 
于 数值 阻尼 的 详细 数学 描述 ， 请 参阅 有 关 书 籍 。 

既 保 持 无 条 件 稳定 性 ， 又 可 以 定义 数值 阻尼 的 计算 方法 中 ， 较 有 名 的 有 Wil- 


son-0 法 、Houbolt 法 以 及 在 y »1/2, B= (v * 7]^ 条 件 下 的 Newmark 法 。 但 是 ， 


这 些 方法 的 数值 阻尼 对 低频 模 态 影响 较 大 (尤其 是 后 两 者 ) ， 以 致 计算 精度 不 高 。 
所 以 ,现在 常用 更 优越 的 HHT 法 。 

HHT 法 既 保 持 了 Newmark 隐 式 算法 的 无 条 件 稳 定性 ， 又 保持 了 2 阶 计算 精度 ， 
而 且 通 过 一 个 参数 就 可 以 自由 调节 数值 阻尼 的 大 小 ， 同 时 对 低频 模 态 影响 不 大 。 

HHT 法 并 没有 改变 Newmark 法 的 积分 形式 (5.53)， 而 是 引入 常数 a， 对 内 力 
和 外 力 向 量 做 以 下 修改 

Cu = Qua +A Qua 7), Pin = Pun roD cR) 
从 而 把 运动 方程 改写 为 
Mü * (1 +a)Q -ao =(1+oa)P - oP, 
其 中 ， 内 力 向 量 为 位 移 及 速度 的 函数 ，Q ,ws Qu us, Wyn) o 的 取 值 范围 为 
-1/3, 0], Newmark 法 的 常数 B、y 同 a 有 以 下 关系 
8-lü-ouy-l-a 

当 a=0 时 ，HHT 法 晓 变 为 标准 的 Newmark 隐 式 算法 ; 当 a = -1/3 时 ， 将 会 产生 
很 大 的 数值 阻尼 。 一 般 取 a= -0.05。 
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5.4 ”和 矩阵 的 特征 值 问题 


在 动力 学 分 析 中 ， 系 统 的 固有 振动 频率 是 一 个 非常 重要 的 特征 参数 。 对 于 单 自 
由 度 振动 系统 ， 固 有 振动 角 频 率 的 平方 等 于 系统 刚性 与 质量 之 比 。 对 于 多 自由 度 系 
统 ， 固 有 频率 的 求解 不 是 一 个 简单 的 工作 ， 涉 及 到 线性 代数 中 的 一 个 重要 学 科 : MB 
阵 的 特征 值 问题 。 由 于 对 特征 值 求解 问题 的 说 明 需 要 很 大 篇 幅 ， 本 节 中 ， 我 们 主要 
对 特征 值 的 概念 、 数 值 方法 的 思路 以 及 有 限 元 分 析 中 常用 的 方法 做 一 个 简要 的 介 


绍 。 


5.4.1 和 矩阵 的 特征 值 的 基本 概念 


在 数学 上 ， 对 于 一 个 n 阶 方 阵 A， 存 在 一 个 值 A 和 非 零 向 量 p( 二 者 可 能 为 复 
数 ) ， 满 足以 下 关系 




















Ae = 人 Op 
MPK A WIERE A 的 特征 值 ，y 为 与 A 相对 应 的 特征 向 量 。 
与 以 上 标准 形式 的 特征 值 问题 相 比 ， 下 列 关系 称 为 一 般 化 特征 值 问 题 











Ac = ABe (5.61) 
例如 对 于 一 个 动力 学 系统 

Mx+Kx=0 
&x-2Xe", 代入 上 式 可 得 

KX = w MX 


这 就 是 式 (5. 61) 所 示 的 一 般 化 特征 值 问题 。 这 里 ， 特 征 值 的 平方 根 就 是 系统 的 固 
有 角 频 率 。 

对 于 一 般 化 特征 值 问题 式 (5. 61) ， 如 果 和 矩阵 B 可 逆 ， 给 式 (5.61) 两 边 同 乘 以 
B-!， 可 得 








A'o = à, A' = 了 4 
可 见 ， 可 以 把 一 般 化 特征 值 问 题 转 化 为 标准 特征 值 问 题 。 但 是 ， 在 特征 值 求解 中 ， 
并 不 要 求 一 定 要 进行 这 样 的 转化 。 因 为 即使 A4、B 对 称 ， 并 不 能 保证 4'=B A 也 
对 称 ， 而 对 称 矩 阵 的 特征 值 求解 要 比 非 对 称 矩 阵 的 特征 值 求 解 容 易 很 多 。 
求解 式 (5. 62) 所 示 的 代数 方程 (特征 方程 ) ， 可 以 得 到 矩阵 的 特征 值 
det(AT -A) = 0 (5.62) 
XC, det Gn ABEERUTTAUXXC, 了 为 同 阶 单位 矩阵 ， 即 对 角 项 为 1， 其 余 项 为 0 BUR 
阵 。 例 如 对 于 3 KERE 
2 -1 0 
OE 4 E 
0 -2 4 
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特征 方程 为 





-1 A-4 -2|1=0, 即 人 -10X"+27A-20=0 
0 -2 ed 
这 个 一 元 三 次 方程 的 3 个 根 就 是 矩阵 的 特征 值 。n MERA n MRE, 

容易 证 明 ， 对 于 和 矩阵 A 为 对 角 阵 或 三 角 阵 的 特殊 情况 ， 特 征 方 程 为 

(A -an)(A 一 ap ) (À = amn) =0 

这 时 ， 可 以 直接 得 到 特征 值 等 于 对 角 线 上 的 元 素 , 即 A,=aj(i=1, 2, …, n). 

一 般 情况 下 ， 对 于 n>4 的 高 次 方程 ， 无 法 直接 求解 ， 原 则 上 需要 利用 迭代 运 
算 求 解 特征 值 的 近似 值 。 数 学 家 们 开发 出 了 很 多 种 特征 值 及 特征 向 量 的 计算 方法 。 
归纳 起 来 ， 可 以 分 为 以 下 3 种 : 

(D ARE, 

@ 相似 变形 法 。 

© 混合 法 。 

对 于 实际 问题 ， 具 体 采 用 什么 样 的 方法 进行 计算 ， 需 要 对 各 种 方法 的 特点 以 及 
问题 要 求 有 深刻 的 理解 。 例 如 ， 可 以 从 以 下 3 个 方面 考虑 : 

(D ERETXI, 

@) 是 否 需 要 所 有 的 固有 值 。 

O 是 否 需 要 特征 向 量 。 
目的 就 是 要 削减 不 必要 的 计算 量 。 

最 后 需要 指出 的 是 ,一旦 迭代 运算 得 到 了 特征 值 和 A;， 特 征 向 量 o, 可 以 通过 解 
下 列 方程 得 到 


















































(AI -A)e,; =0 
同样 ， 一 旦 迭代 运算 得 到 了 特征 向 量 P;， 特 征 值 和 , 可 以 由 以 下 关系 得 到 
À; = ej Ae; 
同时 应 注意 ， 因 为 特征 向 量 乘 以 一 个 常数 仍然 是 矩阵 的 特征 向 量 ， 在 用 上 式 计 算 特 
征 值 之 前 ， 应 对 特征 向 量 做 以 下 正规 化 处 理 
pip =l 
5.4.2 ”特征 值 问题 的 迭代 解法 
特征 值 和 特征 向 量 作为 一 对 特征 参数 ， 可 以 由 迭代 法 来 求解 。 可 以 对 特征 向 量 
进行 迭代 ， 得 到 特征 癌 量 后 ， 再 算出 对 应 的 特征 值 ， 也 可 以 对 特征 值 进 行 迭 代 ， 得 
到 特征 值 后 ， 再 计算 对 应 的 特征 向 量 。 
1. 特征 向 量 和 迭代 法 
我 们 考虑 机 械 动 力学 系统 的 特征 值 问题 
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Ke = AMe (5. 63) 
M, 天 分 别 表示 质量 矩阵 和 刚性 矩阵 。 方 程式 (5. 63 ) 形 式 上 类 似 于 静态 问题 的 方程 
Kx = 已 ， 因 此 可 以 利用 5.1.2 节 中 的 迭代 解法 的 思路 来 求解 这 个 特征 值 问题 。 
假定 特征 值 的 初始 值 为 A =1， 初 估 的 特征 向 量 为 x,， 则 方程 式 (5. 63 ) 右边 为 
R, = Mx,。 由 于 这 是 一 个 初 佑 值 ， 一 般 并 不 满足 Kx, =R, TW, x, 就 是 所 要 的 特 
征 向 量 。 但 是 ,我 们 可 以 根据 方程 式 (5. 63 ) 构 建 以 下 迭代 关系 
Kx, = R, 
HP, x, 为 一 个 新 的 特征 向 量 佑 计 。 依 次 进行 大 干 次 迁 代 ， 就 可 以 得 到 通 近 真 值 
的 特征 向 量 ， 这 就 是 向 量 迭代 法 的 基本 原理 。 
以 上 和 迭代 过 程 最 先 求 到 的 是 与 最 小 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 ， 其 迭代 原理 可 以 
H FRK 


























xı = K™ Mex, (5.64) 
由 于 原理 上 涉及 刚性 矩阵 的 逆 ， 这 个 方法 称 为 逆 迭 代 法 (Inverse Iteration), ÆR ff 
特征 值 问题 重 要 的 迭代 方法 。 当 然 ， 在 实际 运算 中 ， 并 不 进行 矩阵 的 求 逆 运 算 ， 而 
是 对 刚性 矩阵 进行 三 角 分 解 ， 即 迭代 过 程 是 基于 式 (5. 65) 进行 的 

Kx, = Mx, (5.65) 





H icok, x... 
另外 ， 为 了 用 模 态 质量 对 特征 向 量 进行 正规 化 ， 即 为 了 使 最 终 的 特征 向 量 满足 
eMe, = 1 (5. 66) 
需要 对 上 述 和 迭代 过 程 做 以 下 修改 
Ky; = Mx, (5. 67a) 
"- Jia 
ps Oia Mya) 
以 上 所 述 仅仅 是 迭代 法 的 原理 ， 实 际 的 算法 按 以 下 更 加 有 效 的 步骤 进行 
Kx, =y; 





(5. 67b) 


Yia = Mx, 
px) - ZEO SH Rayleigh Quotient) 
m Yu 
Oy)" 
当 i 趋 近 于 w H[, y, DET Me, p(x, ) 趋 近 于 入 ,。 

首 迭 代 法 最 先 收敛 于 最 低 的 特征 值 。 各 个 特征 值 分 开 得 越 远 ， 收 敛 速度 越 快 。 
为 了 改进 收敛 速度 ， 或 者 求解 指定 频率 附近 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 经常 结合 使 用 移 
位 法 (Shifting) 。 具 体 请 参阅 有 关 书 籍 。 

如 果 把 式 (5. 63) 的 左边 作为 输入 ,右边 作 为 输出 ， 则 可 以 构建 以 下 形式 的 迭 


Jia 
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代 关 系 
Mx;a = Kx; 

由 此 可 以 求 得 与 最 大 特征 值 对 应 的 特征 向 量 。 这 种 正 向 迭代 方法 通常 称 为 震 法 ( 因 
为 在 迭代 过 程 中 ， 相 当 于 矩阵 天 的 各 次 需 作 用 于 向 量 x*) 。 由 于 在 结构 分 析 中 ， 通 
常 所 需 的 是 结构 的 低 阶 固 有 值 和 模 态 ， 所 以 相对 于 短 法 ， 首 迭代 法 (又 称道 容 法 ) 
更 为 常用 。 

2. 特征 值 迭代 法 

特征 值 迭 代 法 是 针对 n 阶 特征 方程 来 进行 的 (行列 式 用 det 表示 ) 

det(K - AM) =0 (5. 68) 

最 直接 的 方法 就 是 将 上 述 行列 式 展 开 ， 得 到 关于 和 B) n 次 多 项 式 函 数 ， 用 牛顿 迭 
代 法 求解 多 项 式 的 零点 ， 即 得 特征 值 的 解 。 但 是 ， 这 种 方法 只 适用 于 n 较 小 的 情 
况 。 对 于 大 规模 系统 来 说 ， 计 算 多 项 式 的 系数 是 非常 困难 的 工作 。 因 此 在 实际 中 ， 
这 种 方法 是 不 被 采用 的 。 

这 里 ,我 们 介绍 利用 和 矩阵 分 解 来 计算 行列 式 值 的 方法 。 令 









































p(A) = det(K - AM) (5.69) 
对 于 大 多 数 线性 动力 学 系统 来 说 ，K -AM 为 对 称 和 矩阵 ， 利 用 Cholesky 分 解 ， 得 
K - AM = LDL" (5.70) 


XAT, K -AM 的 行列 式 满 足下 列 关 系 
p(A) = det(K - AM) = duds, = |] d; (5.71) 


这 里 ，d; 为 对 角 阵 D 的 元 素 。 这 样 ， 给 定 一 个 A 值 ， 进 行 矩 阵 分 解 ， 再 根据 式 
(5.71) ， 就 可 以 计算 出 与 之 对 应 的 行列 式 的 值 p( 和 A)。 

在 此 基础 上 ， 我 们 利用 拟 牛 顿 迭代 法 来 求解 方程 p(A) =0 的 根 。 

参照 图 5. 13， 假 定 和 A!” 是 对 最 小 特征 值 A, 的 第 次 迭代 的 近似 值 ， 则 根据 拟 
牛顿 迭代 法 ， 可 以 得 到 以 下 迭代 关系 ( 弦 切 法 ) 

pA) 
pA) -paN ) 
利用 该 关系 进行 若干 次 迭代 ， 即 可 得 到 A,。 这 里 ， 对 于 每 次 更 新 的 和 AW 所 对 应 的 
行列 式 的 值 z(Ai” ) ， 利 用 式 (5.71 ) 进 行 计算 。 这 样 就 回避 了 直接 求解 多 项 式 系数 
的 问题 。 

最 后 ， 我 们 介绍 Sturm 序列 在 求解 特征 值 中 的 应 用 。 

在 结构 动力 学 分 析 中 ， 往 往 需要 求 出 给 定 范 围 的 固有 频率 ， 即 求解 MA «A «A, 
范围 的 特征 值 。 因 此 ， 首 先 需要 判断 在 此 范围 有 多 少 个 特征 值 ， 然 后 把 每 个 特征 值 
分 离开 来 ， 在 各 个 局 部 范围 上 应 用 上 述 迭 代 方 法 ， 可 以 求 出 每 个 特征 值 来 。 

Sturm 序列 ( Sturm Sequence) 是 确定 一 个 多 项 式 的 根 的 个 数 的 数学 方法 。 例 如 











AI = AP e AP = AD) (5.72) 
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pO) 





> 








图 5.13 求解 A 的 拟 牛 顿 迁 代 法 
要 想 知道 在 以 下 存在 多 少 个 特征 值 ， 可 以 对 抢 阵 K -AM 进行 Cholesky fft 
K - AM = LDL" 

HAED 中 ， 负 的 元 素 的 个 数 就 是 小 于 和, 的 特征 值 的 个 数 。 这 就 是 Sturm 序列 
的 性 质 。 利 用 这 个 方法 ， 可 以 得 到 和 <A <A, 范围 上 的 特征 值 的 个 数 ， 再 反复 利用 
2 分 法 ， 就 可 以 把 每 个 特征 值 分 离 出 来 。 然 后 ， 在 每 个 特征 值 附 近 应 用 拟 牛 顿 迭代 
法 ， 可 求 出 每 个 特征 值 的 准确 值 。 得 到 特征 值 之 后 ， 如 有 需要 ， 可 以 根据 1. 中 所 
介绍 的 迁 代 方法 求 得 特征 向 量 。 


5.4.3 特征 值 问题 的 矩阵 相似 变形 法 


利用 和 矩阵 相似 变形 来 求解 特征 值 的 方法 ， 基 于 以 下 两 个 矩阵 的 性 质 : 
(D 相似 矩阵 4、 玫 的 特征 值 相 同 。 所 谓 相 似 ， 是 指 二 者 满足 4 = CIBC， 其 
H, CHEZE =C"). 
”对 角 和 矩阵 的 特征 值 等 于 其 对 角 项 上 的 元 素 。 
对 于 动力 学 问题 ， 对 刚性 矩阵 和 质量 矩阵 进行 相似 变换 ， 达 到 
GIKG = A 
$'Mó =I 
则 对 角 和 矩阵 A 的 对 角 项 就 是 系统 的 特征 值 ， 更 为 系统 的 特征 回 量 矩阵 。 
因此 ， 构 建 以 下 迭代 关系 






































(5. 73) 


Kj, = S;K,S, 

Mi, = S;M,S, 
选择 变换 矩阵 S, AI n 次 迭代 使 得 刚性 矩阵 和 质量 矩阵 趋 于 对 角 化 ， 并 满足 关系 
式 (5.73) ， 则 有 





DD = S$,S,8,--S, 
1. Jacobi 变换 法 
对 于 M = 了 的 标准 特征 值 问 题 Ko =APp， 传 统 的 相似 变形 方法 是 利用 Jacobi 4E 
换 的 方法 。 对 于 大 规模 系统 来 说 ， 尽 管 该 方法 已 被 更 有 效 的 方法 所 取代 ， 但 由 于 该 
方法 是 理解 和 掌握 其 他 方法 的 基础 ， 所 以 本 节 结 合 一 个 具体 例子 ， 对 该 方法 的 原理 
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进行 说 明 。 
对 于 对 称 和 矩阵 为 了 使 非 对 角 元 素 Kj; 变 为 0， 定 义 下 列 Jacobi 变换 矩阵 (也 
FK Jacobi 旋转 矩阵 ) 

















i 列 7 列 
1 1 
[1 
1 
cosO — sin 
1 — iff 
S, = (5.74) 
1 >j íT 
sin cosO 
1 
- 1 
其 中 , 9 由 以 下 关系 式 给 出 
n20 = 
ta = ra 一 K, 





如 果 K,-K,, W0 = 4。 于 是 ， 相 似 变 形 后 的 矩阵 SKS, 在 第 i 行 , 第 j 列 上 的 
元 素 K; 变 为 0。 
作为 举例 ， 考 察 下 列 刚性 矩阵 的 特征 值 


2 -1 0 
| 4 E 
0 -2 4 


把 上 述 矩 阵 作为 天 ， 为 了 使 位 置 i =1, j=2 上 的 元 素 -1 变 为 0， 构 建 下 列 Jacobi 











矩阵 
cos0O -sinf 0 
S| = 区 coSsO j 
0 0 1 
这 里 ，tan26-= L2 8 02.72 24. 得 cosg=0.9239，sing =0.3827。 变 形 后 的 刚性 
天 天 2-4 
AB EE 
1. 5858 0 - 0. 7654 
K, = SIK,S, = | 0 4. 4142 ciem 
-0.7654 - 1.8478 4 
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下 一 步 ， 为 了 使 位 置 i=1, j=3 上 的 元 素 -0.7654 变 为 0， 构 建 下 列 Jacobi 矩阵 


cosO 0 -sing 
S, = 0 1 0 


Sin0 0  cos0 
其 中 ，cosb =0. 9604, sinf =0. 2788 。 
得 到 
1.3636 -0.5151 0 
K, = SK,S, = -osis 4.4142 Lp 
0 -1.7745 4.2222 
0.8872 -0.3827 - 0.2576 
S,5, [ 3675 0.9939 -0. "e 
0. 2788 0 0. 9604 
注意 : 在 前 面 的 变换 中 已 经 变 为 0 的 元 素 ， 在 以 后 的 变换 中 可 能 又 不 为 0。 
再 下 一 步 ， 为 了 使 位 置 i=2, j=3 上 的 元 素 -1.7745 变 为 0， 构 建 下 列 Jacobi 





JERE 
1 0 0 
S, = o cosÜü 一 2 
0 sinf cos 
HH, cos0 20. 7260, sinf =0. 6877, 
得 到 
1.3636 -0.3740 -0.3543 
K, = SiK,S, = | -0.3740 6.0953 0 | 
- 0. 3543 0 2. 5411 


0.8872 -0.1007 - 0.4502 
8,5,8, = [ 3675 0.744 -0. i 
0.2788 -0.6605 0.6972 
以 上 就 是 经 过 一 轮 变 换 运算 后 的 结果 。 尽 管 矩 阵 K, 的 非 对 角 项 变 小 了 ， 但 是 
远 没有 达到 对 角 和 矩阵 的 要 求 。 因 此 ， 还 需要 重新 扫描 一 遍 以 上 变换 过 程 。 
省 略 掉 具 体 步 又 ， 经 过 第 二 轮 迭 代 变 换 后 ， 得 到 以 下 结 
1.2385 0.0073  - 0.0001 
| | 

















0.0073 6.1249 0 
- 0. 0001 0 2. 6367 
0.7283 -0.1749 - 0.6626 
8,5,5,8,85,8, = ^ 5559 0.7163 -0. iae] 
0.4008 -0.6755 0.6189 
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再 经 过 一 轮 迭 代 变 换 ， 得 到 满足 要 求 的 以 下 结果 


1.2384 0 0 
A-K,-| 0 6149 0 
0 0 2.6367 


0.7285 -0.1738  - 0.6626 
P = $,5,5,5,5,5,5, 8,8, = E 0.7171 n 
0.4018 -0.6749 0.6189 
可 见 ， 该 系统 的 特征 值 与 特征 向 量 为 
À, 21.2384, A, = 2.6367, À, = 6.1249 
0. 7285 — 0. 6626 — 0.1738 
€, = ^ ss | €, = E ao | e, = | 0. 7171 | 
0. 4018 0. 6189 — 0. 6749 
以 上 是 针对 标准 特征 值 问题 的 Jacobi 方法 。 对 于 一 般 化 特征 值 问题 ， 可 以 先 转 
化 为 标准 问题 ， 再 应 用 上 述 方法 。 此 外 ， 现 在 已 开发 出 了 直接 针对 一 般 化 特征 值 问 
题 的 扩展 Jacobi 方法 ， 这 里 就 不 做 介绍 。 
Jacobi 方法 的 特点 是 : 可 以 同时 得 到 全 部 的 特征 值 以 及 特征 向 量 ， 结 构 简单 ， 
稳定 性 好 。 对 于 小 规模 系统 ， 该 方法 仍然 不 失 为 一 种 有 效 的 方法 。 
2. Householder-QR 变换 法 
上 面 介绍 的 Jacobi 法 ,是 利用 和 矩阵 相似 变形 的 迭代 运算 ， 把 刚性 矩阵 变换 为 对 
角 阵 。 对 于 大 规模 有 限 元 模型 来 说 ， 这 个 方法 的 计算 效率 不 高 。 现 在 ， 在 处 理 和 矩阵 
特征 值 问题 时 ,通常 先 把 矩阵 转换 为 一 个 3 重 对 角 和 矩阵 ， 然 后 再 变换 为 对 角 阵 。 最 
初出 现 的 3 重 对 角 化 方法 是 Givens 法 ， 它 是 对 Jacobi 法 的 变形 ; 后 来 开发 出 来 的 
Householder 法 的 运算 次 数 减 半 ， 因 而 得 到 了 普及 。 对 于 大 型 稀 跑 矩阵， 更 有 效 的 
方法 是 Lanczos 法 。 这 里 ， 我 们 对 Householder 法 做 以 简要 介绍 ; 至 于 Lanczos 法 ， 
由 于 属于 混合 法 ， 单 独 作为 一 节 在 5. 4.4 节 中 介绍 。 
首先 ， 对 3 重 对 角 和 矩阵 的 定义 做 一 说 明 。 所 请 3 重 对 角 和 矩阵 ， 是 指 对 角 线 及 其 
相 邻 的 上 下 位 置 的 元 素 不 为 0， 而 其 他 位 置 的 元 素 为 0 的 矩阵 。 例 如 以 下 和 矩阵 就 是 
3 重 对 角 和 矩阵 


























5 -4 0 0 
= Ae g- 09 
0 3 2.3 
0 0 1 4 


3 重 对 角 和 矩阵 是 Hessenberg ERREN. AA E BARBIE PRSE EZr BS 3 个 0 元 
素 不 为 0， 则 为 一 般 形 式 的 上 方 Hessenberg 和 矩阵; #45, WR EHE RAE 2r 
的 3 个 0 元 素 不 为 0， 则 为 一 般 形式 的 下 方 Hessenberg 矩阵。 
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Householder 变换 是 把 一 个 向 量 或 矩阵 以 一 个 平面 或 超 平 面 为 镜面 进行 反射 的 
变换 方法 。 如 图 5. 14 所 示 , 在 XY 坐标 系 上 有 一 单位 向量 w， 把 它 以 向 量 w 所 在 的 
垂直 于 纸 面 的 平面 为 镜面 进行 反射 ， 得 到 新 的 单位 向 量 w o MERZ w 与 w' 的 
关系 。 设 超 平面 的 法 线 方向 为 wp ， 则 在 UV 坐标 系 中 ， 单 位 向 量 w 与 w' 可 以 分 别 表 
示 为 











w = au, + by, (5. 75a) 
w' = au, — by, (5. 75b) 
XH, a. b ON TERR, HA a^ +b =1, us. vs DIN u, v 方向 上 的 单位 向 量 。 由 
T uilEX Fe, £X. 75a) 两 边 同 乘 以 wm ， 并 利用 ww 21, uy v, =0 可 得 
b = wt, 
另外 ， 对 式 (5.75b) 做 以 下 变形 ， 并 将 = we, 代入 得 
w’ = au, — bw, = au, + by, -200 = w — 2bv, 
- w-2(ww)vs = wo—2wv (wo) 
-w-2www-(I-2wuw)w 
可 见 ， 向 量 w 的 镜面 反射 w' 可 以 由 下 列 矩 阵 变换 得 到 
w'-(I-2wwv)w = Hw 
H-I-2ww. 
HF, HH Householder 反射 矩阵 ，7 为 单位 矩阵 。 式 (5.76) 所 代表 的 变换 称 为 向 
量 的 Householder 变换 。 显 然 ， 单 位 向 量 w 与 (w -mw") 同 向 ， 因 而 有 以 下 关系 
| wy-w 
| dIw-w'l 
Householder Z5 5&5 [E BI Jos] f XR. Yi 
阵 ， 又 是 正 交 和 矩阵 , HD H'-H, H'H 
=I, H F Householder 变换 是 镜面 反射 
变换 ， 因 此 变换 前 后 向 量 的 长 度 ( 模 ) 
保持 不 变 。 根 据 此 性 质 ， 如 果 变 换 后 
的 向 量 中 有 一 个 元 素 的 大 小 等 于 变换 
前 的 向 量 的 模 ， 则 其 余 元 素 必 为 0。 所 
以 ， 应 用 Householder 变换 ， 可 以 把 一 


(5. 76) 














Vo 



































个 向 量 转换 为 一 个 元 素 不 为 零 、 其 余 图 5.14 镜面 反射 的 原理 
元 素 均 为 零 的 向 量 。 下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 。 
-4 


有 一 个 向 量 w=| 2 | 现在 来 决定 一 个 Householder 变换 ， 以 使 该 向 量变 为 
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$ 
=| 0 | 的 形式 。 这 里 
0 











变 , 因此 有 s= wl,= v 


则 可 以 得 到 Householder XE [E 


H-I-2ww. 


作为 验证 ， w'-Hw- 





0 


利用 以 上 方法 ,我 们 可 以 把 一 个 一 般 和 矩阵 KK 通过 


对 角 阵 


为 了 说 明 该 方法 , 假定 K 为 n 
K, =K = [k k,-- 


HEP, k, WERS i7, k “。 对 每 列 进行 适当 的 Householder 变 





-0. 8944 0.4472 
0. 4472 





2| 


0 
1; 





0. 8944 
0 


K 





- LK, RE E] 


; 


= H'KH = HKH 
阶 对称 和 矩阵 ， 把 矩阵 表示 如 下 


，s 代表 不 为 0 的 元 素 。 由 于 Householder 变换 后 向 量 的 模 不 


-4) «2? «0! =4.4721。 构建 以 下 向 量 
ME - 8. 4721 
T. 
0 0 
,  [-0.8944 0.4472 0 
- 1-2 = | 0.4472 0.8944 oo o 


2 
0 


H 


二 以 下 变换 ， 转 化 为 一 个 3 E 








(5.77) 


k, ] 





换 ， 就 可 以 把 矩阵 变 为 3 重 对 角 阵 。 
例如 为 了 将 第 1 Ik 的 次 对 角 项 下 方 的 所 有 元 素 变 为 0， 变 换 矩 阵 可 以 取 为 以 
下 的 形式 
1 0 0 
0 H, h, | :| 
H= ME ; (5.78) 
: : : 0 H, 
0 H, H,, 
并 且 使 
kK S 
^ Kj, 
[a 2| (5.79) 
Ka 0 
0 代表 -1 KFAR, H, RÆ n - 1 阶 变换 矩阵 ，s = IR KR e Kl. 


根据 矩阵 乘法 规则 可 以 得 到 
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0 
即 问 量 被 变换 成 了 第 3 个 元 素 以 下 (次 对 角 项 下 方 ) 均 为 0 的 新 问 量 。 
满足 式 ($.79) 的 Householder 变换 矩阵 为 


Kı -s 
^ ; E ! K 
H, -I-299 9 = " ,W — Ww = $ 
1 0 *0 0 | w-w | i 
Kı 
于 是 可 得 变换 后 的 矩阵 为 (利用 天 对 称 的 性 质 ) 
1 0 0 Kı Ky VE K,, 1 0 … 0 
0 K. K. ww K 0 
K, 三 H,K,H, = . 2 " 2n . 
: H, : : H, 
0 Ka Kg K 0 
Ky, s 0 


0 
对 K, 进行 同样 的 处 理 ， 并 以 此 类 推 
对 角 阵 。 
作为 举例 ， 对 下 列 和 矩阵 进行 Householder 变换 
5 -4 2 0 


_4 s] [44721 -4 -s 
uawan | v=o] 0 bem 2 | 
0 0 0 





BN 


$ n-2 KER, EKEN E 


- 8. 4721 
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H,-I-2ww-I 


1 
0 
0 


0 


5. 0000 
4.4721 


K, = HKH, = 
0 


0 
1.2 
- 1. 3416 





然后 构建 各 量 w=| 


H,-I-2ww- 





1. 0000 
0 
0 
0 


5.0000 4.4721 
4. 4721 


K, = H,K,H, =| ` 


0 
SLT UG AR 





可 见 ， 经 过 二 次 变换 ， 


矩阵 3 ER H'KH 的 计算 量 为 2n*， 对 于 大 规模 系统 来 说 ， 
在 实际 的 算法 中 ， 利 用 Householder 矩阵 的 特点 对 3 连 乘 予以 回避 。 具 体 方 


因此 ， 
法 请 参阅 有 关 书 籍 。 


-2 


f 
| ii ~ 


1. 0000 


0. 8944 0.4472 0 
0. 8944 0 
0 1 


T 
w 
T 
vv 





0. 4472 
0 
0 0 

- 0.8944 0.4472 
0.4472 . 0.8944 
0 0 
4. 4721 

5. 6000 

1. 2000 2. 4000 
- 1.3416 -0.4472 
1.8 


,9-w-w'- 
,| | 
T 


a | 0. 6667 
- 0. 7453 

0 

0 

0. 6667 

— 0. 7453 


d | 


a O O O 


0 
- 1. 3416 
- 0. 4472 
2. 0000 


-0.6 | 


- 1.3416 
| 


0 
1. 2000 


可 


4H 
H 


| 


T. 
v v 
0 


- 0. 7453 
- 0. 66671 
0 
0 
- 0. 7453 
- 0. 6667 
0 0 
1. 8000 0 
1.8000 2.6222 | - 0.2484 
0 | -0.2484 1.7778 
阵 变 为 3 重 对 角 阵 。 


0 
0 


5. 6000 


计算 负 H 会 很 大 。 


利用 Householder 变换 把 矩阵 K 转化 为 3 重 对 角 阵 后 ， 还 需要 进一步 利用 相似 


能 得 到 打 


变形 把 它 转化 为 对 角 阵 





寺 征 值 的 解 。QR 变换 就 是 常用 的 方法 。 


以 下 是 关于 QR 分 解 和 QR 变换 的 定义 。 


一 个 实 和 矩阵 A, 
—ffükBI/k R 的 乘积 
对 于 线性 动力 学 系统 来 说 ， 


不 论 是 否 对 称 ， 


， 即 4 =CR。 上 述 分 解 称 为 矩阵 的 QR 分 解 。 


可 以 唯一 地 分 解 为 一 个 正 交 矩阵 Q 与 一 个 上 





一 般 刚 性 矩阵 K 为 对 称 和 矩阵 。 应 用 QR 分 解 可 得 
K - QR 





由 于 Q 是 正 交 和 矩阵 ，Q'Q =I, 现在 我 们 来 考察 矩阵 RO 
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RQ = IRQ = Q'ORQ = Q'KQ 

可 见 ， 和 矩阵 RO 原来 是 矩阵 K 的 相似 变换 ， 称 为 QR 变换 。 

据 此 ， 我 们 可 以 得 到 基于 QR 变换 的 迭代 算法 的 步骤 为 
对 进行 QR 分 解 , K- QR. 
4 K, -RQ-Q'KQ. 
XJ K, 进行 QR 2t, K, = Q1R,。 
4 K, -R,Q, =ORIO。 
对 K, 进行 QR 4t, K, -Q,R,. 
ic K, =R,Q, = Q;K,Q, o 
依次 类 推 。 
经 过 r 次 迭代 运算 ， 最终 可 以 把 对 称 和 矩阵 K 变 为 对 角 阵 A， 其 对 角 项 就 是 系统 的 特 
征 值 。 与 特征 值 对 应 的 特征 向 量 和 矩阵 为 BB = Q,0,…Q,( 对 于 为 非 对 称 和 矩阵 的 情 
况 ， 上 述 变换 最 终 把 Kk 变 为 上 三 角 和 矩阵 )。 

上 述 方法 的 关键 是 进行 QR 分 解 。 利 用 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 对 矩阵 的 
每 个 列 向 量 进行 处 理 ， 即 可 得 到 天 的 QR 分解。 也 可 以 利用 前 面 介绍 的 Jacobi 变换 
方法 。 对 一 个 款 阶 一 般 矩 阵 进 行 QR 分 解 需要 的 计算 量 为 0(mw )， 而 对 一 个 3 重 对 
角 阵 进行 QR 分 解 只 需 O(n) 的 运算 量 。 因 此 ， 在 进行 QR 分 解 之 前 ， 先 用 House- 
holder 变换 把 矩阵 转化 为 3 重 对 角 阵 ， 从 而 可 以 提高 计算 效率 。 这 正 是 把 House- 
holder 变换 与 QR 分 解 结合 起 来 构成 Householder-QR 算法 的 原因 。 

下 面 ， 我 们 利用 Matlab 的 函数 qr( — ) 来 进行 QR 迭代 ， 对 象 为 前 面 的 例子 中 
利用 Householder 变换 得 到 的 3 重 对 角 阵 





e 6 6&6 6 60€€0 



































5.0000 4.4721 0 0 

4.4721 5.6000 1.8000 0 
| 0 1.8000 2.6222  -0.2484 
0 0  -0.2484 1.7778 


利用 表 5. 4 所 示 的 Matlab 程序 ， 当 迭代 16 次 时 ， 可 以 得 到 满意 的 结果 , 如 A 与 @ 
所 示 。 


10. 0213 0 0 0 
PN 0 3. 0799 0 0 
0 0 1. 7507 0 

0 0 0 0. 1481 


0.6543 -0.4536 0.1153 0. 5940 
0. 7347 0.1947 | —0.0838 -0.6444 
0. 1789 0.8543 -0.1073 0.4761 
- 0.0054 -0.1629 -0.9840 0.0726 
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最 后 需要 指出 的 是 ，Householder-QR 变换 法 只 适用 于 标准 特征 值 问题 。 对 于 一 
般 化 特征 值 问 题 ， 首 先 应 转化 为 标准 特征 值 形 式 ， 才 能 应 用 该 方法 。 
表 5.4 进行 QR 迭代 变换 的 Matlab 程序 








% subroutine to perform QR iteration. Ren 
96 n; total iteration number 
% output; eigenvalues and eigenvectors 


function| K, Q1] =QR  iteration(a, n) 


Kza; 
Q1 = eye( size( K) ) ; 96 Identity matrix 
fori-l: n 
[Q, R] =qr(K); 96 QR decomposition 
KzR*Q; 
QI =Q *Q; 


end 


return 


5.4.4 Lanczos 法 


Bii Di efi ob, EER EE RAA VLA IJ ARAE EE, ERE 
的 特点 是 每 求解 一 个 特征 值 (或 特征 向 量 ) 时 ， 都 要 利用 和 迭代 运算 ,而 且 每 次 迭代 
运算 只 能 得 到 一 个 特征 值 (或 特征 向 量 ); 相似 变换 法 则 是 通过 相似 变形 把 原 有 和 矩 
阵 转 化 为 对 角 阵 ， 从 而 一 举 得 到 所 有 的 特征 值 及 特征 向 量 。 尽 管 在 Jacobi 法 或 
Househoulder-QR 法 中 ， 都 用 到 了 相似 变形 的 反复 递 推 运算 (也 叫做 迭代 )， 但 本 质 
上 不 属于 迭代 解法 。 

把 相似 变形 法 与 迭代 法 的 长 处 结合 起 来 的 特征 值 解法 称 为 混合 方法 ， 代 表 方 法 
就 是 Lanczos 法 。Lanczos 法 的 原理 是 基于 Lanczos 变换 。Lanczos 变换 也 是 一 种 把 对 
称 矩 阵 转换 为 3 重 对 角 和 矩阵 的 方法 ,但 是 在 实际 计算 中 ， 这 个 变换 中 所 用 的 正 交 变 
换 矩 阵 易 于 受到 数值 舍 人 误差 的 影响 ， 从 而 达 不 到 所 期 望 的 正 交 化 效果 。 所 以 ， 作 
为 相似 变形 方法 来 求解 全 部 的 特征 值 和 特征 向 量 ，Lanczos 变换 的 效果 不 如 House- 
holder 变换 。 但 是 ， 如 果 我 们 的 目标 是 求解 一 部 分 特征 值 和 特征 向 量 ( 这 是 结构 动 
力学 分 析 的 一 般 情况 ) ， 则 基于 Lanczos 变换 的 迭代 解法 的 计算 效率 非常 高 。 因 此 ， 
在 当今 的 大 规模 有 限 元 动力 学 分 析 当 中 ，Lanczos 法 已 成 为 求解 固有 值 问题 的 最 重 
要 方法 之 一 。 

1. Lanczos 变换 


SCSHAORI A 经 过 相似 变形 成 为 3 重 对 角 阵 B， 则 有 
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ra f, 0 su 0 
B, e« f, 
B-P'AP-|O ^. >^, z^ 0 (5. 80) 
: B,.3 Qn- DB. 
L 0 as 0 Bai a, 





XE, P HEZE, P=[x x, … x,], x;(Gi 51, =, nn) 为 P 的 列 向 量 ,并 
且 各 个 向 量 间 正 交 ， 即 xix =0, iz. 根据 正 交 和 矩阵 的 性 质 ， 可 得 4P=PB， 即 





[o P, 0 TA 0 
B, «€ f, : 
Alx, X) c xd = [x X) c x, ] Ü Ue ES ^ 0 
: Plu Ua E 
0 0 Pn a 


将 上 式 展开 ， 得 到 下 列 关 系 
Ax, -o,x, +x, 


Ax, -B,x, + 05x, * Bx, 


Áx, | 7B, 2X, 2 t0, 1X, 4 * B, t, 
Ax, -, X, tax, 
为 了 确定 参数 a, R Ax, 5 x, 的 内 积 并 注意 到 xix; = | x; | 21, xix; 20, iz j, 


a; =x; Ax, (5.81) 
此 外 ， 根 据 4xz; =B; xi +a * Bux; 定义 一 个 新 的 向 量 
x, - Ax, - (B, x, ,*ax;), 1&in-1, B, -0 (5. 82) 
则 Bixi,, —x;. 由 于 | xl 21, "78 
B= lel e Cate) ^ (5.83) 
x;,17x/B, (5.84) 


这 样 ， 最 初 选 一 个 | x, | 21 的 xz ， 利 用 式 (5.81) ~ (5.84) ， 就 可 以 求 出 所 有 的 
参数 a,、B,。 也 就 是 说 ， 可 以 得 到 3 EXA ERE, 
对 于 结构 动力 学 中 的 一 般 化 特征 值 问题 ， Ke -AMe, ELX& Lanczos 变换 把 它 转 
化 为 一 个 3 重 对 角 和 珑 阵 的 标准 特征 值 问题 。 其 过 程 如 下 : 
最 初 选 一 个 起 始 向 量 x， 为 了 用 模 态 质量 进行 正规 化 ， 定 义 
X 
考虑 到 最 终 的 目的 是 使 K 变 为 对 角 阵 ，M TEUAEE(D'KOÓ -A, 9'Mo-1), 
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可 以 按 以 下 步骤 依次 进行 计算 (B, 20, i21, =, n) 
Kx, = Mx,, x, = K'Mx,, 
a; = X! Mx, = x MK Mx, 


B; > (xi Mx,) ^ 


Xi = X//D; 
从 而 得 到 正 交 和 矩阵 P 了 , = [x， x，… Xx,]。 理 论 上 ， 这 个 矩阵 使 得 M 变 为 对 角 阵 ， 
并 且 
[o B, 0 
B, œ% f, 
T, -P(MK'M)P,-|Q ^ 0 
] B,, a 
L 0 es 0 P, 





为 了 证 明 上 式 ， 对 式 (5. 85 ) 做 以 下 变形 
x, = K^ Mx, 
Bii, = x, - ax, - Bi axi 
整理 得 


-1 
K Mx; = ax; t Bi,xi , * BiXia 


考虑 z=1，…,， 7 的 情况 ,利用 上 式 ， 可 以 列 出 1 个 方程 并 整理 成 以 下 形式 





K'Míx, x, : xj] 
| a, B, 0 xs 0 
Bj, c, f, 
=[x x, x] o ' "ue 0 |+ [0 
: Bio O4 Bi 
LO 0 Ba a, 
U y 
P, T, 
即 K' MP, = P,T, * Bjx,,e; 
iH, PA nxloBEE, e, 是 长 度 为 1 的 列 向 量 
e =[0 = O 1] 


给 式 (5. 87) 两 边 同 乘 以 PPM， 并 利用 正 交 性 质 ， 可 得 
T, = P'MK^MP, 


0 Bixi,i] 


(5. 85) 


(5. 86) 


(5. 87) 


(5. 88) 


第 5 章 数值 计算 方法 概要 : 245. 





当 1=n 时 ， 就 是 式 (5. 86)。 
现在 来 考察 如 何 把 Ko - AMe 变 为 标准 特征 值 问题 。 给 Ke = AM 两 边 都 左 乘 
IK, PARI M 可 以 变形 为 
Me - MK^"Me 


令 p=Po， 代 入 上 式 后 ， 给 两 边 都 左 乘 以 PT, HAH P'MP, = 了 T， 可 得 
Te - Le (5.89) 

可 见 ， 一 般 化 特征 值 问 题 Ke = AMe 可 以 转化 为 式 (5. 89) 所 示 的 标准 特征 值 问题 。 
二 者 之 间 的 特征 值 互 为 倒数 ， 特 征 向 量 由 eo = Po 联系 起 来 。 

2. Lanczos 和 迭代 法 

以 上 变换 是 在 没有 数值 舍 和 人 误差 的 理想 情况 下 进行 的 ， 得 到 的 正 交 和 矩阵 严格 满 
足 正 交 条 件 。 但 事实 上 ，Lanczos 变换 易 受 数值 舍 和 人 误差 的 有 影响， 导致 该 方法 作为 
一 举 求 出 所 有 特征 值 与 特征 向 量 的 相似 变形 法 效果 并 不 理想 。 但 是 ， 如 果 我 们 仅 需 
要 低 阶 少数 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 则 利用 Lanczos 变换 可 以 推演 出 一 个 高 效 的 迭代 
方法 。 

事实 上 ， 式 (5. 85 ) 表示 的 是 一 个 类 似 于 逆 迭 代 法 的 过 程 。 如 果 我 们 考虑 正 交 
HETE, i =1，…, g(g 之 n)， 则 可 以 得 到 (注意 : T, 直接 由 a, B, 组 装 而 
成 ) 






































P, F Lx, X5 20s 35 bas 

ra B, 0 E 0 

B, oc, f, : 
T, - P/(MK'M)P, -0 ^. C. 2 0 (5. 90) 

Pus Qa Pai 

LO 0 Ba % 

并 构建 一 个 新 的 特征 值 问题 

7,0 = y0 (5. 91) 











3&5. 91) 的 特征 值 y 是 对 式 (5. 89) 所 代表 的 特征 值 的 近似 ， 由 长 度 为 g 的 特征 向 
量 9 也 可 以 得 到 式 (5. 89) 的 特征 向 量 的 近似 9g=P,06。 由 于 式 (5.91) 的 规模 远 远 比 
式 (5. 89) 的 规模 要 小 (g < n) ， 求 解 效率 非常 高 (小 规模 3 EX f B ER. QR 变 
换 ) ， 这 就 是 Lanczos 迭代 法 的 优点 。 显 然 ，9 越 大 ， 结 果 越 接近 于 原 有 问题 的 特征 
值 。 至 于 何 时 结束 上 述 迁 代 过 程 ， 由 误差 判定 准则 决定 。 

例如 假定 求 原 有 问题 Ko = AM 的 1 个 低 阶 特征 值 ， 先 在 g 21 上 进行 Lanczos 
变换 得 到 Ta, 求解 并 考察 它 的 1 个 高 阶 特征 值 (对 应 于 原 有 问题 的 1 个 低 阶 特征 
值 ) ; 如 果 不 满足 精度 要 求 ， 再 在 g =3! 上 进行 Lanczos 变换 ， 得 到 7,,， 并 求 其 1 个 
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高 阶 特征 值 。 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 满足 精度 要 求 为 止 。 
具体 的 迭代 算法 为 了 提高 精度 、 稳 定性 和 计算 效率 ， 还 要 结合 使 用 Gram- 
Schmidt 正 交 化 方法 、 移 位 技术 (shifting) , Sturm Ri o 做 深究 。 


5.4.5 特异 值 分 解 


以 上 所 讨论 的 特征 值 问 题 是 针对 正方 矩阵 而 言 的 。 对 于 一 般 的 非 正方 矩阵 ， 例 
如 m x n 阶 矩 阵 ， 与 特征 值 问题 相对 应 的 是 和 矩阵 的 特异 值 问 题 ， 或 者 称 广义 特征 值 
问题 。 

以 下 是 关于 和 抢 阵 的 特异 值 的 定理 。 

WIERE A e C”" 的 秩 为 -， 必 有 两 个 正 交 和 矩阵 Ue C””, Vec” KRIA A 
e R"" 存 在 ,使 下 列 变 换 成 立 ( 上 标 * RIE EHHE ) 。 


A = UAV' = oji MA 








上 式 称 为 矩阵 的 特异 值 分 解 (Singular Value Decomposition, SVD), HEP 
A, = diaglo, o, : ao 
三 … 宇 0, >0 称 为 矩阵 的 特异 值 。 
特异 值 其 实 是 方 阵 4 A 的 特征 值 的 平方 根 ， 即 
oi(4) = VAN4 4) 
数学 上 和 抢 阵 特异 值 的 一 个 主要 应 用 是 求解 非 正 方 矩阵 的 广义 逆 。 广 义 逆 在 求 超 定 方 
程 组 的 最 小 二 乘 解 时 有 用 ， 例 如 超 定 方程 组 Ax =B 的 最 小 二 乘 解 为 
x-A'B 
HF, A* 表示 和 矩阵 4 的 广义 逆 ， brc E 
= VA'U 

XE, A H A 的 不 为 0 m 再 进行 转 置 而 得 来 的 矩阵 (A* e 
ge). 

机 械 动力 学 分 析 中 特异 值 分 解 的 一 个 主要 应 用 是 主 分 量 分 析 。 例 如 把 在 实际 运 
转 中 测量 到 的 振动 通过 特异 值 分 解 ， 可 以 分 析出 影响 最 大 的 几 个 振动 形态 ( 主 分 
i), ， 从 而 确定 有 效 的 对 策 。 又 例如 在 汽车 驾驶 室 的 振 动 噪声 耦合 分 析 中 ， 可 以 把 
耦合 矩阵 通过 特异 值 分 解 ， 从 而 分 离 出 对 车 内 噪声 影响 大 的 振动 模 态 和 没有 影响 的 
振动 模 态 。 这 在 大 规模 有 限 元 车 辆 模型 的 噪声 、 振 动 及 不 平顺 性 分 析 中 很 有 效 。 
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本 书 导 读 : 

CAE 技 术 的 核心 不 是 第 一 个 字母 C 所 代表 的 计算 机 ， 而 是 最 后 一 个 
字母 E 所 代表 的 工程 。 如 何 从 解析 结果 中 提取 出 有 用 的 信息 来 反馈 到 产品 
设计 与 开发 中 去 ， 依 然 是 一 个 挑战 性 的 工作 。 本 书 以 CAE 技 术 在 机 械 产 
品 动力 学 设计 中 的 应 用 为 背景 ， 对 机 械 振动 的 原理 、 分 析 与 控制 以 及 数值 
计算 方法 进行 了 阐述 。 本 书 根据 笔者 在 十 多 年 应 用 CAE 技 术 的 工作 实践 
中 积累 总 结 的 资料 编著 而 成 ， 试 图 提供 一 本 介 于 振动 力学 教科 书 与 有 限 分 
析 工具 书 之 间 的 技术 参考 书 。 A 

本 书 力求 深入 浅 出 ， 重 点 阐述 物理 概念 ， 并 尽量 介绍 笔者 在 工作 中 
接触 到 的 新 技术 。 书 中 所 涉及 的 数学 并 不 复杂 ， 适 合 一 般 工程 技术 人 员 和 
致力 于 学 习 机 械 动力 学 的 学 生 阅 读 。 特 别 是 对 于 从 事 CAE 动 力学 设计 工 
作 的 工程 师 来 说 ， 通 过 本 书 不 但 可 以 掌握 结构 振动 的 原理 与 控制 ， 解 析 方 
法 与 建 模 技巧 ， 而 且 可 以 方便 地 了 解 主要 商业 软件 中 常用 的 数值 方法 的 概 
要 。 

本 书 适合 从 事 机 械 产品 设计 与 开发 的 工程 技术 人 员 和 高 等 院 校 机 械 类 
专业 高 年 级 学 生 以 及 研究 生 阅 读 。 
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